1. a) A teriilet nyilvan 8 - 4 = 32 teriiletegység. b) Mivel az ACB< = 90°, azért AB a trapéz koré irt korének
atmérGje. Legyen a C pont vetiilete az AB oldalon C',C'B = x,CB = y. Az ABC derékszdgii haromszogben alkal-
mazhatjuk a magassagtételt és a befogotételt. Ezek szerint 42 = 8-z, x = 2 egység, igy AB = 10 egység, a koré irt kor
suga 5 egység; y> =2-10,y = 2- NG egység.

A trapéz keriilete: K =2-8+2y=16+4-5 egység.

2. Az adott egyenlet diszkriminansa D = 4(8k? 4 k + 106), mindig pozitiv (miért?), igy mindig két kiilonboz6 valos
gyoke van. A gyokok pontosan akkor kiilonbozé elsjeltek, ha szorzatuk negativ, azaz ha zxo = k + 11k — 102 < 0,
ami —17 < k < 6 esetén teljesiil.

Megjegyzés: Ha az az? 4+ bx + ¢ = 0 egyenlet esetén ¢ < 0, akkor ac < 0, igy a diszkriminans D = b? — 4ac > 0;

a
tehat ac < 0 esetén mindig két kiilonboz6 valés gyoke van az egyenletnek.
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3. Mivel sin — = —1 és cos2z — 2cosz = —1, ezért a sin2z + |sinz| = 0 egyenletet kell megoldani a [0; 27]
intervallumon. ) )

Ha 0 < 2z < 7, akkor |sinz| = sinz , igy (2sinx) <cosx+ 5) =0,sinz = 0 vagy cosx = —3 tehdt 1 = 0,20 =

27
T, r3 = ? ) )

Ha 7 < = < 27, akkor |sinz| = —sinz, igy (2sinz) <cosa:— 5) = 0,sinx = 0 vagy cosz = 3 tehat =4 =
)

_7T, Ty = 2.

3
4. Az egyenletnek akkor van értelme, ha z +2 >0 és 9 — 2® > 0, azaz ha —2 < x < 3.

Azonos atalakitasokkal 1
logs Vo +2 <logy 5\/9 — 2.

1
Az 3 alapu logaritmusfiiggvény szigortian monoton csékkend, tehét

1
vVr+2> 5\/9—:1:2.
Mivel mindkét oldalon nemnegativ szam all, ezért négyzetreemelés, majd rendezés utan
4o +8>9 — a2, 2?2 +4r—1>0.

Az egyenl6tlenség megoldasai tehat
VE—2<z<3.

5. a) A tort szamlaloja pozitiv allando, a nevezdje is mindig pozitiv értéket vesz fel. Igy a tort értéke akkor a
legnagyobb, ha a nevezd a legkisebb.

Ismeretes, hogy ha A > 0 és B > 0, akkor A+ B > 2VAB. Most 277 +27%2 > 9V/2-7 . 2242 = 4, Ay egyenlGség
277 = 92%+2 _p— 4 4+ 2 2= —1 esetén all fenn.

16
A tort legnagyobb értéke Vil 4, amit = —1 esetén vesz fel.

b) Ismeretes, hogy a® +b> > 0,a> +b*> +k >k, ha k > 0, igy —a® —b? < 0 és k —a® — b? < k, ahol az egyenldségek
a = 0,b =0 esetén allnak fenn.
Most ha a = 2% —4,b = 14z —log,y és k = 4, akkor mivel

—at 4827 — 12— (1+az—logyy)? =4— (2* —4)> — (1 + 2 —logyy)* < 4.

A kifejezés legnagyobb értéke 4, amit akkor vesz fel, ha 2° —4 = 0 és 1 + 2 — logy y = 0, azaz ha 1 = 2,y; = 8 vagy
1

T2 =-2,y2 =75,

6. Nyilvan § = 90° és v # 90°.

1

Az igazolas soran a kovetkezd ismert azonossagokat alkalmazzuk: sinz - cosz = 3 sin 2z, sina = sin(180° — o) =
sin(8 + ), cosz cosy — sinx siny = cos(x + y).

A feltételi egyenlettel ekvivalensek a kovetkezs egyenletek:

sin 27 + sin 28 = 4 sin « cos [ cos 7y
2sin(f + ) cos(8 — ) = 4sin(8 + ) cos B cos .



Most sin(8 + v) > 0, tehat 2sin(S8 + ) -val lehet osztani.

cos S cosy +sinfBsiny = 2cosBcosy, azaz
cos(B+7) =0
B+~=90° azaz a = 90°,

tehat a haromszog valéban derékszogt.

7. Az E éritési pont ordinataja 9, abszcisszija a 3z —4-9 = —45 egyenletb6l z = —3. A keresett kor(6k) kdzéppontja
rajta van az E pontban az adott egyenesre meréleges egyenesen, amelynek egyenlete 4x + 3y = 15.

Az adott egyenes az x tengelyt a G(—15;0) pontban metszi. Kiils6 pontbol a korhoz hiazott érintGszakaszok egyen-
16sége miatt GE = GF; = GF,, ahol Fy és Fy azok a pontok, amelyekben a szoban forgd kor(ck) az z-tengelyt
érinti(k). Most GE = 15, igy F1(—30;0), F5(0,0). Ha a keresett korok kozéppontja (4;5), akkor 4n + 3v = 15 és
ny = —10,n9 = 0; tehat v; = 45,71 = 45 és vg = 5, ro = 5. A feltételeknek megfelels korok egyenlete:

(z 4 30)% + (y — 45)% = 457,

illetve
2* + (y —5)* = 25.

8. Az allitas teljes indukcidval bizonyithatd. A megoldas soran felhasznéljuk az (ugyancsak teljes indukcioval
igazolhato)

n(n+1)\>
)
nn+1)2n+1 .

13+23+-~-+n3—<

124224 402 =

1

azonossagokat. Mivel k(k + 1)(2k 4+ 1) = 2k + 3k* + k, ezért

1-2:342-3-54+---+nn+1)2n+1)=
=2-1P4+3-124+1)+(2-224+3-2242)+---+ (20 +3n? +n) =
=212+ 294+ 0¥ + 317+ 224+ 40P+ 1+ 2+ +n) =
2
. (n(n—i—l)) +3.n(n+1)6(2n+1)+n(n+1)

2 2
L 2
= §n(n + 1)%(n+2).
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