1. rész

Gauss egyik legnevezetesebb tétele a szabalyos sokszog megszerkeszthetGségére mond ki szilikséges és elégséges
feltételt. Ez a tétel, amelyet a nagy német matematikus 1796 mérciusaban fedezett fel, a kdvetkezSképpen szol: a kor
keriiletét pontosan akkor lehet korzével és vonalzoval n egyenls részre osztani, ha az n primtényezés felbontasaban
2-hatvanyon és egymastol kiilonb6z6 Fermat-primszamok els6 hatvanyan kiviil mas nem fordul el A feltételbsl mar
gondolhatjuk, hogy itt legfeljebb latszolag van sz6 geometriai problémarél. Valoban, a geometriai szerkeszthet&séggel
kapcsolatos kérdések eddig mindig algebrai eszkozok segitségével tisztazodtak. Ez nem meglepd, hiszen a feladat
altalaban az, hogy egy szakaszbol annak valahanyszorosat (x) akarjuk megszerkeszteni, ennek megoldhatosaga pedig
lathatéan azon mulik, hogy a kérdéses = aranyszam kifejezhet6-e raciondlis szamokkal, a valés szamok kozti négy
alapmivelettel és véges sok négyzetgyokvonassal.

Amint ez a cimbdl sejthets, ebben a cikkben a szabélyos n-szog megszerkeszthetGségére adott feltétel elégségességét
fogom bizonyitani, viszonylag elemi szamelméleti eszkozok felhasznéalasaval. A bizonyitas itt is abbol all, hogy egy
aranyszam a fenti alakban elGéallithato. Miel6tt a bizonyitashoz hozzafognank, sok mindennel meg kell ismerkedniink.
ElGszor a sziikséges szamelméleti és algebrai alapfogalmakat vezetjiik be, majd foglalkozunk a szamelmélet egy igen
nevezetes tételével, amelynek elsé bizonyitasat szintén Gauss adta, épp egy-két héttel a ,sokszodg szerkeszthetdségi”
tétel bizonyitasa utdn. Ezt az Gn. négyzetes (kvadratikus) reciprocitési tételt azutéan tudjuk kimondani, miutén a
szamelméleti segédeszkozoket mar ismertettiik.

Kezdjiik el tehat a sziikséges alapfogalmak bevezetését. Fermat-szamoknak a 92" + 1 alaka egészeket nevezziik,
ezek koziil a torzsszamokat Fermat-primeknek mondjuk. Az elnevezést indokolja, hogy Fermatﬁ, meggy6zbdve arrél,
hogy az emlitett alaka szamok koziil a k = 0,1, 2, 3, 4 kitev6khoz tartozdak (vagyis a 3,5,17,257,65537) mind primek,
megfogalmazta azt a sejtését, hogy a (22k +1) k=0,1,2,... sorozat minden eleme prim. Ezt els6ként Euler céafolta
meg, igazolva aztﬂ hogy 641|232 + 1. Ma sem ismeretes, hogy létezik-e végtelen sok Fermat-prim, és az sem, hogy
van-e végtelen sok nem prim a Fermat-szamok kozott. S6t, az emlitett 6t primszamon kiviil jelenleg egyetlen egy
Fermat-primrél sem tudunk.

A 22" + 1 Fermat-szamot Fj-val szokas jelolni, tehat Fy = 3, Fy = 5, stb. E jelolés segitségével egyszerd megfogal-
mazni azt, amit majd bizonyitani akarunk:

Y

1. Tétel. Ha az n primhatvinytényezds elddllitisa n = 2% - H E;, , akkor a kor keriiletének n egyenld részre valo
k=1
felosztisa kérzdvel és vonalzéval megoldhatd.
Legyen m egy adott pozitiv egész. Az [a] = {a + km | k € Z} halmazt az a elem dltal reprezentdlt mod m

maradékosztilynak nevezziikk. Ha a = bmod m, akkor (a,m) = (b,m) s ezért értelmes a kovetkezs definicio: az [a]
an. redukdlt maradékosztdly, ha (a,m) = 1. Itt hivjuk fel a figyelmet, hogy ezentil a = bmod m helyett altalaban a
rovidebb a = b (m) jelolést hasznaljuk. A most kovetkezs fogalomnak a késSbbiekben alapvetd szerepe lesz. Mod m
redukdlt maradékrendszernek nevezziik egész szamoknak olyan halmazat, amelyet igy kapunk, hogy minden redukalt
maradékosztalybol pontosan egy elemet valasztunk. A redukalt maradékrendszert” ezentul RMR-rel roviditjiik. Mod m
RMR-t alkotnak példaul az [1, m] intervallumba esd, m-hez relativ primek is. Itt vezetjiik be az Euler-féle ¢ fiiggvényt,
amely az elemi szamelméletben alapvets szerepet jatszik. Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik azt a fiiggvényt, amelyre
©(m) egyenlé a mod m redukalt maradékosztalyok szaméaval. Termeészetesen ¢(m) megadhaté ugy is, mint a mod m
RMR-ek elemszama, vagy mint az [1, m]-be es6 m-hez relativ primek szama.
Konnyen lathato, hogy {1, o, ..., tx} pontosan akkor RMR mod m, ha egyszerre teljesiil az alabbi harom kovetel-

meény. (A tovabbiakban egy szamhalmaz ilyen, felsorolasszerten torténd megadasakor a kapcsos zardjelet elhagyjuk.)

a) Hal<i<k, akkor (¢;,m)=1

b) i # j esetén t; # t;(m)

¢) k= o(m)

! Fermat-prim a gytjténeve a 92k + 1 alaka primeknek.

2K tétel megfogalmazasa a késGbbiekben bevezetésre keriils Euler-féle ¢ fiiggvény segitségével lényegesen egyszertibbé valik, ugyanis
a fenti feltétel azzal ekvivalens, hogy ¢(n) 2-hatvany. Ez a ¢(n) explicit alakjanak (lasd ° alatt) felhasznalasaval konnyen belathato. Mi
azonban a bizonyitas soran nem ebbdl, hanem a fenti megfogalmazasbol fogunk kiindulni.

3Pierre Fermat (1601. aug. 20.-1665. jan. 12.). Francia matematikus és fizikus. ElsGsorban szamelmeélettel, geometriaval és analizissel
foglalkozott.

4Bizonyara sokan tudjak, hogy a = bmod m és ¢ = dmod m esetén a + ¢ = b+ dmod m és ac = bdmod m. (Ez azonnal lathato, ha a
kongruencidkat atirjuk a megfelel§ oszthatosagi formulakba.) A kongruencidknak ezt a tulajdonsagat lépten-nyomon fel fogjuk hasznalni.

Leonhard Euler (1707. apr. 15.-1783. szept. 18.), a vilagon az egyik legtermékenyebb matematikus Gtletességére jellemzs a kovetkezs
gondolatmenet. Vegyiik észre, hogy 641 = 2* 4+ 5% = 5.27 + 1. Ebb6l 5 - 27 = —1mod 641, igy tehat 5* - 222 = 1mod 641. Ugyanakkor
5% = —2%mod 641, ahonnan 2%2 = —1mod 641 kovetkezik, amit latni akartunk. (Persze azért Euler sem azt csinalta, hogy ranézett a
232 4 1-re és ravagta, hogy oszthato 641-gyel. Rendre megnézte a 64k + 1 alaka primeket, hogy melyik osztja 232 + 1-et, és amikor a 641
sorra keriilt, akkor jOhetett ez az Gtlete. Egy kés6bbi feladat: Miért csak a 64k + 1 alaka primeket kellett néznie?)



Ennek segitségével azonnal ellendrizhets, hogy ha t1,...,t,m) RMR, és (a,m) = 1, akkor ati,...,at,(y) is RMR
mod m. Erre az észrevételre a késébbiekben , Fuler — Fermat-étlet” néven fogunk utalni. Rogton kideriil, mi indokolja
ezt az elnevezést. Ennek felhasznalasaval igazolhaté ugyanis legegyszertibben az alabbi, Fuler— Fermat-tétel néven
ismeretes allitas: Ha (a, m) = 1, akkor afm =1 (m). Valoban, ha t1,...,t,y,) és ati,...,at,(y,) mindketten RMR-
ek, akkor

(1) ty = aty )y (m) to = atyo) (M) ... lomm) = atu(s&(m)) (m)
é(m)
ahol p az 1,2,...,¢(m) egy permutacidja. Az (1) kongruencidkat Osszeszorozva, majd az m-hez relativ prim H t;
i=1

szorzattal egyszeridsitve adédik a bizonyitando a?m = 1(m). Ezt a tételt felhasznélva egy fontos tételt fogunk be-
vezetni. (a,m) = 1 esetén legyen k az a legkisebb pozitiv egész, amelyre b = (m). Ezt a k kitevt az a rendjének
nevezzik mod m és o, (a)-val (vagy, ha nem okoz félreértést o(a)-val) jeldljiik (olvasd: ordo a). Kénnyen lathato, hogy
a™ =1 (m) pontosan akkor teljesiil, ha o(a) | n.

Most pedig — a szokasosnél altaldnosabban — definidljuk az indexeket. Rogzitsiink egy m-hez relativ prim g-t és
legyen a olyan, hogy ¢* = a (m) egy alkalmas nemnegativ egész k-ra. Ezt a modulo o(g) egyértelmten meghatarozott
k-t az a szam g alapi indexének nevezzilkk mod m és Jind a-val jeloljiik.

Egy djabb alapvetd definicio: g primitiv gyék mod m, ha o(g) = ¢(m). Ezzel kapcsolatban bebizonyitjuk a kdvet-
kez6t.

Lemma. Minden primszamhoz létezik primitiv gyok.
ElGszor az alabbiakat latjuk be.

1. Allitas. Az f(z) = 0 (p) n-edfoki primmodulusi kongruencidnak legfeljebb n (pdronként inkongruens) megolddsa
van.

2. Allitas. Ha valamely m-re n és k olyan, hogy (0, (n), 0m (k) = 1, akkor oy, (n - k) = 0 (n) - o (k).

Az 1. Allitas bizonyitasa: Teljes indukciot alkalmazunk az f(z) fokszama szerint. n = O-ra az allitas nyilvanvaléan
igaz. Tegyiik fel, hogy minden (n—1)-edfoka kongruencidnak maximalisan n—1 megoldasa lehet, és legyen gr f(x) = n,
(ahol gr f(z) jeloli f(x) fokszamat). Feltehetjiik, hogy f(xz) = 0 (p)-nek létezik megoldasa, legyen az egyik megoldés x.

Ekkor f(x) =0 (p) pontosan akkor igaz, ha f(z) — f(z1) =0 (p), amde f(z) — f(z1) = Z a;(z" —2}) = (x—21)g(2),
i=1

ahol gr g(xz) = n — 1. Mivel p prim, ezért ha x # x; (p), akkor sziikségképpen g(z) = 0 (p). Ez utobbinak az indukcios

feltétel miatt legfeljebb n — 1 megoldasa van, tehat az f(x) =0 (p) megoldasszama valéban soha nem nagyobb, mint

n.

A 2. Allitas bizonyitasa: Ha valamely pozitiv egész t kitevére (nk)" =1 (m), akkor n ™ . o) =1 (m), amlert
ko™ =1 (m). Ennélfogva o(k) | t - o(n), ugyanilyen meggondolas szerint o(n) | ¢ - o(k) is igaz. Innen (o(n),o(k)) =
miatt o(n)-o(k) | t, amibél kapjuk, hogy o(n)-o(k) | o(nk). Viszont o(nk) | o(n)-o(k) is igaz, hiszen (nk)” o(n)-o(k) =
amivel belattuk a 2. Allitast is.

Ezek utan igazoljuk a Lemmat. Tekintsiik az o,(1),. .., 0p(p—1) legkisebb kdzos tobbszorosét. Ennek primfelbontasa

T
u = qu‘ Mivel u a rendek legkisebb kozds tObbszordse, ezért minden i-hez van olyan x;, aminek a rendje a;q;"
i=1

(m),

alaku. Vilagos, hogy ekkor o(z{") = ¢f*". A 2. Allitasbol kdvetkezik, hogy o (H xf) = u. Ebbél a ,kis”-Fermat-tétel
i=1
felhasznalasaval u | (p — 1) adédik. Nyilvan 2 = 1 (p) minden 1 < 2 < p — 1 esetén. Innen az 1. Allitast figyelembe

véve kapjuk, hogy u > p — 1, igy tehat u = p — 1, vagyis H x* primitiv gy6k mod p.
i=1

Gyakran lesz sziikség a kovetkez6re. Konnyt észrevenni, hogy ha g primitiv gyok, akkor az {1, q,9%, ..., g“’(m)_l}
éppen egy mod m RMR. Ellenkez6 esetben ugyanis lenne olyan i és j, amelyre 0 <1i < j < p(m)—16és g"' =g’ (m),
ekkor viszont ¢’ 7' =1 (m) allna fenn, ami g primitiv gyok volta miatt lehetetlen.

A tovabbiakban kizarolag primmodulust kongruencidkat szerepeltetiink, és p-vel — gy, mint eddig — csak prim-
szamot fogunk jelolni.

Legyen p > 2 és (a,p) = 1. Ekkor a ,kis’-Fermat-tételbsl és p prim voltabol kovetkezik, hogy T = +1 (p);

"7 =1 (p) esetén a-rol azt mondjuk, hogy kvadratikus maradék, ellenkezd esetben pedig a kvadratikus nemmaradék

mod p. Definidljuk az (E) un. Legendre-szimbdlumot tetszéleges a egészre a kovetkezGképpen:
p

—1 ha a kvadratikus nemmaradék mod p,

(a) { 1 ha a kvadratikus maradék mod p,
0 hap]a.

p



_ b b
Nyilvan T = (%) mod p, s ebbdsl minden a és b-re <%> . (1—?) = (%) adodik; ezzel kapcsolatos a kovetkezd
definicié. Az f: Z — R, ill. N — R fliggvényt multiplikativnak mondjuk, ha (a,b) = 1-b6l kdvetkezik, hogy f(a)-f(b) =
f(ab), és teljesen multiplikativnak, ha f(a) - f(b) = f(ab) tetszbleges a,b egész szampérra fenndll. ElSbbiek szerint

tehéat az (E) Legendre-szimb6lum barmely p > 2 esetén teljesen multiplikativﬁ E tulajdonsag felhasznélasaval
p

azonnal belathato, hogy (egy RMR-en beliil) a mod p kvadratikus maradékok és nemmaradékok szdma megegyezik.
k
Ha ugyanis ¢g primitiv gyok mod p, akkor (g> = —1, amibdl (g_) = (—1)k, s igy éallitdsunk valoban igaz. A
p p
teljes multiplikativitas és a most kovetkez6 — mar korabban széba hozott — tétel teszi lehetévé konkrét esetben a
Legendre-szimbolum gyors kiszamolasat.

2. Tétel. (Négyzetes reciprocitéasi tétel.) Legyenek p és q kilonbozd pdratlan primek. Ekkor <§> . (%) =
(-1 =T

Mas szoval, ha p és g kozott van 4k + 1 alaki, akkor p pont akkor kvadratikus maradék mod ¢, ha ¢ is az mod p;
és ha p is és ¢ is 4k — 1 alaku, akkor koziiliik pontosan az egyik kvadratikus maradéka a méasiknak. A primszdmoknak
ezt a torvényszertiségét a XVIII. szdzad matematikusai kozlil mar jénéhanyan ismerték. Els§ hidnytalan bizonyitasa
Gausstol szarmazik, akinek ez a tétel annyira kedvence volt, hogy élete folyaman még tovabbi hétféleképpen igazolta.
A reciprocitasi tételnek ma méar kb. 100 bizonyitasa ismeretes.

Az 1. Tétel bizonyitésa egy olyan tételen — helyesebben szélva annak hatterén — nyugszik, amely a 2. Tétel — egy
lehetséges — belatasahoz is igen jo kiindulésul szolgél. E harmadik tétel felirdsa el6tt azonban bevezetjiik a komplex
szamok és ezen beliil a komplex egységgyokok fogalmat. Ezek felhasznédlasaval fogjuk bizonyitani az 1. és a 2. Tételt.

Kovetkezik tehat a komplex szdmok bevezetése, amelyet azért nyujtottam olyan hosszira, mert bizonyara sokan
vannak, akik ezeket idaig még nem ismerték. Most a pontos leiras elolvasasa utan 6k is a megfelel6 eszkézok birtokaban
tanulmanyozhatjak a bizonyitasokat.

A komplex szamok bevezetése

A valos szamok Osszessége az id6k folyaman tobb szempontbol is elégtelennek bizonyult. A legnagyobb hidny az
volt, hogy a négyzetgy6kvonas nem mindig végezhets el a valos szamok (R) kérében. A XVI. szazad olasz matema-
tikusai megtalaltdk a harmadfoki egyenlet megoldoképletét. Alkalmazéasa azonban gyakran nehézségekbe iitk6zott.
Amikor ugyanis a vizsgalt harmadfokt egyenletnek 3 valos gyoke volt, a képlet hasznélatakor negativ szambol kel-
lett négyzetgyokot vonni. Ez inspirdciot adott arra, hogy a v/z(z < 0) alaki ,értelmetlen kifejezéseket” is tekintsék
szamoknak, és igy szamoljanak veliik, mint ahogy azt addig a val6s szamokkal tették.

A komplex szamok bevezetésének célja lényegében az R-nek egy olyan kib&vitése, amelyben (a 0-val valo osztast ki-
véve) elvégezhets a ,négy alapmiivelet”, érvényesek a miiveleti azonossagok (az Osszeadas és a szorzas kommutativitasa,
asszociativitdsa és a disztributivitas), és van olyan szam, amelynek a négyzete —1.

Nézziik most meg, hogyan lenne célszerd a komplex szamokat megkonstruédlni. Elsédleges kdvetelmény, hogy legyen
olyan i elem, amelyre 2 = —1. Konnyen lathato, hogy ha ezek kozott a szamok kozott valoban a megkivant miiveleti
azonossagok mellett tudunk Osszeadni és szorozni, akkor az a + b -4 (a,b € R) alakd szamok halmaza zart lesz a két
miiveletre nézve. A kivonast és az osztast is nyilvan el tudjuk végezni, hiszen (a 4 bi) = (a — ¢) + (b — d)i + ¢ + di,
ac+bd  bc—ad.

+ ?
E+d2 A+
komplex szamok korébe az a+ bi alaku ,szamokat” bevenni, és ezeken értelmezni a sziikséges miveleteket. (Meg fogjuk
latni, hogy ez tényleg igy van.) A definiciok el6tt nézziik még meg, mikor lehet egyenls két komplex szam a tamasztott

valamint a + bi = ( > - (¢ + di), hacsak ¢ # 0 vagy d # 0. Mindezek alapjan ugy tinik, elég a

kovetelmények teljesiilése mellett. Tegyiik fel, hogy a+bi = ¢+ di. Ha b # d, akkor i = %, ami képtelenség, ugyanis

egy valos szamnak nem lehet —1 a négyzete. Igy csak b = d lehet, amibdl egytuttal a = c is kovetkezik. Eredményeink
alapjan megfogalmazzuk a pontos definiciét.

Definicié. Komplex szamoknak nevezziik azokat a valds szamokbol allo (a,b) parokat, amelyekre
(i) (a,b) = (¢,d) pontosan akkor, haa=césb=d
(i) (a,b)+ (¢,d)=(a+¢c,b+d)és (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bec).
A komplex szamok halmazat C-vel jeloljik. Az (ii)-ben megadott két miivelet koziil az els§ a komplex szdmok
Osszeadasa, a masodik pedig a komplex szdmok szorzasa. Felhasznalva az R-beli 6sszeadéas és szorzas kommutativitasat

5Nem tal nehéz igazolni az Euler-fiiggvény multiplikativitasat sem. 1-t61 ab-ig ((a, b) = 1) felirva a szamokat a oszlopban és b sorban

agy, hogy az 1. sorban 1-t6l a-ig, a 2. sorban a + 1-t6l 2a-ig stb. legyenek, akkor felhaszndlva azt, hogy egy szadm pontosan akkor relativ

prim ab-hez, ha a-hoz és b-hez is relativ prim, mar kénnyen belathato, hogy o(a) - p(b) = (ab). Mivel a > 1 esetén p(p®) = p®~1(p — 1),
T

T
azért ha az n primtényezGs elGallitasa H q;, akkor ¢(n) = H @ pi — 1)
i=1 i=1



és asszoclativitasat, valamint a disztributivitast — némi kis szamolassal — konnyen belathatok az (ii) alatt definialt
miveletekhez tartozd azonossagok is. A kévetkezs — szintén lényeges — allitasok bizonyitasat is az Olvaséra hagyom,
ezeket azonban nem nehéz igazolni az R és a C-beli 0sszeadas és szorzas tulajdonsidgainak figyelembevételével.

a) Létezik egy és csak egy ugynevezett nullelem (jelolje 0), ami olyan (z, y)-t jelent, amelyre tetszSleges (a, b) esetén
(a,b) + (z,y) = (a,b). (Ez az (z,y) nyilvan a (0,0) lesz.)

b) Minden komplex szamnak létezik pontosan egy ellentettje, amin azt a szamot értjik, amit az eredeti szamhoz
hozzdadva 0-t kapunk. Az (a,b) szam ellentettjét —(a, b)-vel jeloljik.

Az a) és b) pontok alapjan a komplex szamok korében elvégezhetd a kivonds, azaz minden (a,b) és (¢,d) € C-hez
van olyan egyértelmien meghatarozott (z,y) € C, amelyre (¢,d) + (x,y) = (a,b).

c) Létezik C-nek egységeleme, azaz olyan elem, amellyel tetsz6leges szamot szorozva az eredmény maga az eredeti
szam lesz. Az egységelemet a valos esetbsl megszokott modon itt is 1-gyel jeldljiik. Az egységelem 1 = 1-1" = 1’ miatt
egyértelmii (feltettiik, hogy 1’ is egységelem), és nyilvan az (1,0) lesz az.

d) Minden 0-t6l kiilonb6z6 (a,b) € C-nek létezik egyértelmiien megadott reciproka (mas szoval multiplikativ inver-
ze).

A c¢) és d) pontokbdl kévetkezik, hogy a komplex szamok koérében barmely 0-t6l kiilonb6z6 szammal lehet osztani
is.

Itt érdemes megemliteni a kdvetkezd definicidt, amely az algebraban alapvetd szerepet jatszik. Egy K halmaz a
rajta értelmezett + és - miiveletekkel testet alkot, ha a fentebb irt mtveleti azonossagok teljesiilnek, tovabba + és -
rendelkezik az el6bbi a) és b), illetve c) és d) tulajdonsagokkal.

A komplex szamtestet az R egy alkalmas kib&vitésének szantuk. Ezt nem sikeriilt tokéletesen megvalositani, hiszen
C elemei mind valos szamparok. A konstrukei6 alapjan latszik, hogy C-nek azon elemei, amelyek (a, 0) alaktak, ,éppen
tgy viselkednek”, mint a valés szamok. Igy hat feleltessiik meg minden (a,0) € C szamnak az a € R szamot. Ez a
leképzés kolcsonosen egyértelmi (més szoval bijektiv), ugyanis (i) szerint a = b pontosan akkor igaz, ha (a,0) = (b, 0).
Megfeleltetésiink mivelettartd is, ami azt jelenti, hogy barmely Gsszeg képe egyenld a tagok képének Osszegével, és
barmely szorzat képe a tényezdk képének szorzata. Ezt az (a,0) + (b,0) = (a + b,0) és az (a,0) - (b,0) = (a - b,0)
Osszefliggesek igazoljak. Mindezek alapjan az (a,0) alakt komplex szamokat azonosithatjuk a valés szamokkal, és
ennek jegyében (a,0) helyett ezenttl a-t fogunk irni.

A komplex szamokat eredetileg a + bi alakuakra terveztiik, ahol a,b € R és i = —1. Ez lényegében sikeriilt is.
Jeloljiik i-vel a (0,1)-et. Ennek négyzete nyilvan —1, és ezen i elem segitségével minden (a,b) € C elSallithato a + bi
alakban, ugyanis: a + bi = (a,0) + (b,0) - (0,1) = (a, ). Ennélfogva a tovabbiakban — eredeti elképzelésiinkh6z hien —
az (a,b) komplex szamot a + bi formaban tiintetjiik fel.

A kovetkezSkben jonéhany, a komplex szamok alapvetd tulajdonsagaival kapcesolatos definicio fog sorra keriilni.
Kezdjiik az egyik leglényegesebbel. A z = a + bi konjugdltjanak nevezziik az a — bi komplex szamot, amelynek jeldlése
Z. Azonnal lathato, hogy az a fiiggvény, amely minden egyes komplex szimnak a konjugaltjat felelteti meg, bijektiv és
miivelettarto, amellett involutorikus, azaz (Z) = 2. Az s(z) = z + Z szamot a z nyomdnak, az N(z) = z - Z-t pedig a z
normdjinak nevezziik. Nyilvan, ha z = a + bi, akkor s(z) = 2a és N(z) = a® 4+ v?, igy minden komplex szam nyoma, is
és norméja is valos. Az is latszik, hogy a nyom Gsszegtartd, a norma pedig szorzattarté fiiggvény. Egy komplex szam
abszolut értékének nevezziik normajanak négyzetgyokét. Ez az elnevezés azért lehetséges, mert barmely valos szam ez
1j értelemben vett abszolut értéke megegyezik ,eredeti” abszolut értékével.

A valos szamoknal baj volt, hogy nem lehetett minden elembdl négyzetgyokot vonni. Kérdés, hogy nem maradt-
e meg ez a gond a komplex szamok korében is. Az vildgos, hogy az 6sszes R-beli elemnek van négyzetgyoke C-
ben. Megmutatjuk azonban, hogy tetszSleges z = a + b komplex szdmhoz mindig van olyan w = x + iy, amelyre
w? = z. A feltételezett (x+yi)2 = 22 — y? 4+ 22yi = a + bi egyenlSséghdl adodéan az z° — y* = a; 22y = b
egyenletrendszer megoldasait kell meghatérozni. Erdemes észrevenni, hogy a® + b* = N(z) = (N (w))2 = (2% + yz)z.
Ebbél ugyanis =2 + y? = Va2 + b2, innen pedig mar rogton adodik, hogy 2 = %M s y? = M.
Mivel a® < a? + b?, ezért ilyen x és y létezik is. A 2zy = b feltétel miatt x és y csak azonos, illetve csak kiilonb6zé
elsjeli lehet, attol fiiggden, hogy b pozitiv-e vagy negativ. (Ha b = 0, akkor 2 = a és y* = 0, illetve 2% = 0 és 3* = |al,
attol fliggden, hogy a pozitiv-e vagy sem.) Szamoléssal ellendrizhets, hogy a w-re kapott két lehetséges értéek koziil
tényleg mindkettének z a négyzete.

A val6s esethez hasonloan itt is célszerd egyértelmisiteni egy szam négyzetgyokét. Ezt a kovetkezs definicidval
érhetjiik el. Va + bi jelolje azt az x + iy komplex szdmot, amelynek a négyzete a + bi, emellett vagy x > 0, vagy
x=0ésy > 0. Az igy értelmezett négyzetgyokrsl mar valoban latszik, hogy minden komplex szamhoz pontosan egy
komplex szamot rendel.

A komplex szamokat mint valos szamokbol allo (rendezett) parokat definialtuk. Ennek alapjan folmeriil annak a
gondolata, hogy C elemeit valamilyen médon a sik pontjaival, ill. sikvektorokkal azonositsuk.
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Ez legtermészetesebben ugy torténhet, hogy felvesziink egy Descartes-féle koordinata-rendszert, és az a+bi szdmnak
megfeleltetjiik az (a,b) pontot, illetve azt a vektort, ami a (0,0)-bol az (a,b) pontba mutat. Azt a sikot, amin a
komplex szamokat abrazoljuk, Gauss-féle szamsiknak nevezziik. Ezt az indokolja, hogy Gauss vezette be a komplex
szamok geometriai értelmezését. Neki kdszonhets az is, hogy a komplex szdmok elvesztették a XVI. szdzadban kialakult
misztikus jellegiiket, és hasznalatuk meghonosodott a matematikaban.

Annak, hogy C elemeit a sik vektoraival azonositsuk, akkor van értelme, ha a vektorok komplex szamként vald
Osszeadasa ,ugyanigy megy”’, mint az eredeti vektordsszeadas, vagyis ha C és a sikvektorok kozotti, el6bb megadott
bijekcid Osszegtart6. Ez az Osszegtartas viszont nagyon konnyen belathato.

A komplex szamok geometriai értelmezésének valodi haszna a szorzas (és ebbdl adododan a hatvanyozas, gyokvonas)
elvégzésének megkonnyitésébdl ered. A Gauss-féle szamsik tetszéleges pontjat polarkoordinatakkal is megadhatjuk.
(r,p) annak a z komplex szamnak felel meg, amihez tartozo sikvektor hossza r, és az 1-et jelents egységvektort ¢
szoggel pozitiv (az 6ramutatd jardsaval ellentétes) iranyba elforgatva z-vel egyallasu vektort kapunk. Ezt a z # 0
esetén mod 27 egyértelmien meghatarozott ¢ szoget a z szdm arkuszanak (vagy argumentumanak, irdnyszogének)
nevezziik, és arc z-vel jeloljiik. A 0 argumentumét nem definialjuk.

Legyen a z = a + bi szdmot jelents vektor hossza tovabbra is r, amely nyilvin megegyezik z abszolat értékével.
hogy z = r(cosp +isinp). A z komplex szamnak ezt a formajat a szam trigonometrikus alakjinak nevezziik. Ez a
trigonometrikus alak az, ami a szorzast olyan kényelmessé teszi. Lassuk csak:

2129 =11 -T9 - (COsS1 + isin)(cos w2 + isin ps) =

=7y -T9 - (cos(gpl + o) +isin(py + gpg))

a kozismert addicios tétel alapjan.

Vagyis két komplex szam szorzatanak abszolut értéke megegyezik a két szam abszolut értékének szorzatéaval (ezt
mar eddig is tudtuk a norma szorzattartasabol), és két nem nulla komplex szam szorzatanak arkusza mindig a két
arkusz Osszege. Ez a tétel Abraham de Moivre (1667-1754) Londonban élt francia matematikustol szarmazik, aki

a valoszintiségszamitds megalapozasaban alkotott jelentSset. A Moivre-tétellel kittinen hatvanyozhatunk is. Teljes
indukcioval rogton lathatod, hogy minden természetes n-re 2" = r"(cosng + isinng). Az is nyilvanvald, hogy — =
z

1 .
= (cos(—¢p)+isin(—¢)), hiszen ezt kell z-vel szorozni ahhoz, hogy 1-et kapjunk. Igy az el6z6, hatvanyozésra vonatkoz6
r
Osszefiiggést a negativ egész n-ekre is megkaptuk.
Hatra van még a gyokvondas. Legyen n pozitiv egész, z # 0, z = r(cos ¢+isin ). Azt éllitjuk, hogy az ™ = z egyen-
2k 2k
letet pont azok az x € C szamok elégitik ki, amelyek trigonometrikus alakja z = {/r (cos sl + ¢ sin u))
n n

valamilyen k egész szammal. Hogy ezek az z-ek tényleg megfelelnek, az magatol értet6ds az elébb z"-re adott képlet
alapjan. Az allitas masik felét pedig bizonyitja a komplex szamtestben is — mint minden testben — érvényes fokszam-
tétell], ugyanis az x lehetséges értékeit feltételezd iménti formula éppen n kiilonb6z6 szamot ad.

A gytkvonéssal kapcsolatban elérkeztiink a bevezetd legvégss részéhez, a komplex egységgyokhoz. Legyen n € NT.
Az 2™ = 1 egyenlet megoldésait n-edik komplex egységgyokoknek nevezziik. A korabbiakbol kittinik, hogy az mn-edik

2k 2k
egységgyokok az e, = cos il + ¢ sin T sorozatnak az elemei, amelyek a 0 kézépponti egységkoron helyezkednek el
n n

6A fokszamtételt tulajdonképpen mar a szamelméleti bevezets részben az 1. Allitas cimszo alatt bebizonyitottuk, az ott alkalmazott
gondolatmenet ugyanis tetszéleges test esetére szorol szora atvihets. Vegyiik észre, hogy az 1. Allitas igazolasakor is lényegében egy testben
szamoltunk. Tudjuk, barhogy valasztunk ki két maradékosztalybol egy-egy elemet, azok Osszege mindig egyazon maradékosztalyba esik, és
ugyanez igaz a két elem szorzatara is. Ennek alapjan a Z-beli mtiveletek indukalnak egy &sszeadast és egy szorzast a mod m maradékosztalyok
kozott (pl. az [a] és [b] maradékosztalyok szorzata nyilvan az [ab] maradékosztaly lesz). A mod m maradékosztalyok a most megadott
miiveletekkel az n. mod m maradékosztalygytriit alkotjak, amelyet Z,-mel, illetve mod m-mel jeloliink. (A maradékosztalygytri helyett
az algebraban a faktorgytirti elnevezést is hasznaljak.) A gytrik a testektSl annyiban kiilsnboznek, hogy az el6bbieknél nem tesziink fel
mast a szorzasrol, csak az asszociativitast, valamint az igy méar megkiilonboztetends bal- és jobboldali disztributivitast. Kénnyen beldthato,
hogy Z,, pontosan akkor test, ha m prim.

Itt szeretném felhivni a figyelmet egy késSbb eléforduld pontatlansédgra. Azon példaul, hogy ,irjuk Z, elemeit egy g primitiv gyok
hatvanyaiként” azt kell érteni, hogy irjuk az 1,2,...,9 — 1 RMR elemeit olyan sorrendben, hogy a k-adik elem gkil—nel legyen kongruens
mod gq.



annak a szabalyos n-szognek a csticsaiban, amelynek egyik csicsa az 1-et jelentd pont. A kongruencianal targyaltakkal
analog modon, az egységgyokok korében is definidlhato a rend és a primitiv (n-edik) egységgyok fogalma. Primitiv
n-edik egységgyokoknek nevezziikk azokat az ) n-edik egységgyokoket, amelyekre o(er) = n. Ezekkel kapcsolatban
harom olyan ekvivalens allitast fogalmazunk meg, amelyek megkonnyitik az n-edik egységgyokok kezelését.

1. e, primitiv n-edik egységgyok,

2. ¢y, els6 n hatvanya kiadja az 6sszes n-edik egységgyokot,

3. (k,n) = 1.

Konnyen lathato, hogy ezek valéban ekvivalensek egymassal.



