1993. juniusédnak utolsé napjaiban egy tudoményos szenzaciotol voltak hangosak a napilapok vilagszerte: Andrew
Wiles angol matematikus megoldotta a matematika egyik legnevezetesebb problémajat, bizonyitast adva a Fermat-
sejtésre. A kovetkez6 néhany oldalon errdl a kiilonds problémarol lesz szo.

Mi lehet az a matematikai kérdés, amirdl t6bbhasabos cikkek jelennek meg a nagy napilapokban? Nos, a Fermat-
sejtés artatlanul egyszertinek hangzik:

Ha n > 2 egész szam, akkor nincsenek olyan nulldtol killonbozdé x,y, z egészek, melyekre x™ + y™ = 2" teljesil.

Egyszert allitas, nem kell sok elSismeret a megfogalmazésahoz. Valosaggal csabitja az embert, hogy kezdjen el szé-
molgatni, gondolkodni rajta. Hosszu torténete soran sokakat megejtett kiilonos varazsaval. Tobbek szadmara jelentette
azt a meghataroz6 élményt, ami a matematikusi palya valasztasdhoz vezette Gket. Személyes ismerdseim kozott is van
ilyen kolléga.

A kérdés eredetét kutatva i.e. 250-ig tekinthetiink vissza. Ezid6tajt sziiletett Diophantosz nagyhatasi munkaja,
az Aritmetika, ami — ismereteink szerint — elGszor adott kozre valamelyes rendszerbe foglalva szamelmeéleti és algebrai
eredményeket. Ime egy jellegzetes felteves a II. Konyvhél: osszunk fel egqy adott négyzetet két négyzetre. A probléma, és
a Diophantosz altal kozolt megoldas a kovetkezd pontosabb ,modern” megfogalmazast sugallja: keressiik az 2*+y* = 22
egyenlet egész megolddsait, szokasos neviikOn a pitagoraszi szamharmasokat.

Nem nehéz meghatéarozni az 6sszes ilyen harmast. Az altalanossag kiilonGsebb sérelme nélkiil szoritkozhatunk arra

az esetre, amikor mindhérom szam pozitiv, semelyik kettének nincs kozos primosztoja, és x paros (nevezziik ezeket
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primitiv harmasoknak). Ekkor az % = 5(2 +y)- 5(2 — y) Osszefliggést hasznalva kapjuk, hogy 5(2 +y) és 5(2 —7)
egészek, s6t négyzetszamok:
1 1
Sty =u’  Se-y) =0

A gondolatmenetet folytatva konnyen adodik, hogy a primitiv harmasok mind megkaphatok

T = 2uw, y:uQ—vz, z=u®+v?
alakban, ahol u > v pozitiv, relativ prim egészek, és az egyikiik paros.

Pierre Fermat (1601-1651) toulouse-i jogész kedvtelésbol foglalkozott matematikaval. Mégis olyan sok és fontos
eredmény fizédik a nevéhez, hogy méltan tartjak kora egyik legjelentGsebb matematikusanak. Fermat olvasta az
Aritmetikdt, mégpedig nagy figyelemmel, amire szamos, a kényv margdjara irt megjegyzésébdl kovetkeztethetiink.
A fenti, a négyzet felosztasaval kapcsolatos részhez az alabbi széljegyzetet fizte: Cubum autem in duos cubos, aut
quadrato-quadratum in duos quadrato-quadratos, et gemeraliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in
duos ejusdem nominis fas est dividere; cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non
caparet.

Magyarul — Brédy Ferenc mives forditdsdban — mindez igy hangzik: Nincsen mdd viszont felosztani kobot két
kdbre, sem négyzetes négyzetet két négyzetes négyzetre, és dltaldban a négyzeten til a végtelenig semmiféle hatvinyt két
ugyanolyan nevezetire; mely dolognak igazdn csuddlatos bizonyitdsdt taldltam. Szikebb a margd, semhogy befogadnd.

A Fermat-sejtést tehat egy olyan éllitdsként fogalmazta meg, melyet bizonyitani tud. Azota eltelt kb. 350 év, és
egészen napjainkig senkinek nem sikeriilt bizonyitast taldlnia. Ezért altalanos a vélemény, hogy Fermat valdszintleg
tévedett, elnézett valamit, és nem volt igazdn csuddlatos bizonyitdsa. Az 1800-as évek elejére minden mas (levelekben
és margojegyzetekben fennmaradt) allitasat sikeriilt tisztézni, csak ez az egy allt ellen makacsul minden kisérletnek.
Innen szarmazik a sejtés méasik gyakran hasznalt elnevezése: Fermat Utols6 Tétele.

Pedig er6feszitésben nem volt hidny. Az n = 3 és n = 4 esetekkel Fermat maga is foglalkozott, utobbira adott
gondolatmenete fennmaradt (szintén lapszéli jegyzetek formajaban). Pontosabban azt igazolta, hogy az z* + y* = 22
egyenletnek nincs csupa nem nulla egészekbdl 4ll6 megoldésa.

Roviden bemutatjuk Fermat bizonyitasat. Egy tanulsagos médszerrsl van sz6, mely tobb mas problémara is alkal-
mazhato, és amelynek a ma hasznalt igen kifinomult valtozatait Fermat-leszdlldsnak nevezik.

Ha van az z* 4+y* = 22 egyenletnek csupa pozitiv egészekbdl all6 megoldasa, akkor van olyan is, melyben z a lehetd
legkisebb. Ekkor (z és y esetleges felcserélése utan) x2, 4 és z egy primitiv pitagoraszi harmast alkot. Vannak tehat
olyan u, v pozitiv egészek, melyekre

z? = 2uv, y2 =u? —v2, 2z =u? 4+ 0%
A v + 9% = u? egyenlSség szerint v,y,u is egy pitagoraszi harmas, ami primitiv is, mert kiilonben 22,3% 2 sem
volna primitiv. Ismét alkalmazhatjuk a primitiv harmasok leirasat. Alkalmas t és s pozitiv egészekkel érvényesek a
kovetkezdk:
v=2ts, y=1t>—s° u=t>+s>

Az érvelés befejezs részét feladatok forméjédban az olvaséra hagyjuk.

! Koszonetet mondok Brody Ferencnek, Ivanyos Gabornak és Szabé Rékanak a kézirattal kapcsolatos értékes észrevételeikert.



1. feladat. Mutassuk meg, hogy ¢, s és u is négyzetszamok.
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A feladat allitasa szerint ¢t = a2, s = b% és u = ¢2, ahol a, b, ¢ pozitiv egész szamok.

2. feladat. Igazoljuk, hogy a* +b* = ¢ és ¢ < z.

A 2. Feladatban megfogalmazott egyenlStlenség a Fermat-leszéallas lényege. Feltettiik, hogy az egyenletnek van
pozitiv egészekbdl (vagy ami ezzel egyenértékii: nem nulla egészekbdl) 4ll6 megoldasa. Ezek utan az egyenlet egy olyan
megoldasabol indultunk ki, melyben a jobb oldali szam a legkisebb. Ebbdl nyertiink egy olyan megoldést, aminek a
jobb oldalan ennél kisebb szam van (ezt tartalmazza a 2. Feladat). Kiindulo feltevésiink ellentmondéshoz vezetett, az
egyenletnek tehat nincs pozitiv egészekbdl allé megoldésa.

Fermatnak az Utols6 Tétel bizonyitasaval kapcsolatos tévedésérsl tobb elképzelés is van. Egy népszerd nézet sze-
rint feltehetSleg arra gondolt, hogy a leszéallas modszere kdnnyen atvihets tetszéleges n kitevére. Ilyen altalanositast
azonban senkinek sem sikeriilt kidolgozni.

Az n = 4 kitevé kizarasa utén elég a kérdést azokban az esetekben nézni, amikor n > 2 egy primszam (miért?). Az
n = 3 esetet L. Euler oldotta meg 1753-ban. L. Dirichlet és A. M. Legendre talaltak bizonyitast n = 5-re 1825-ben.
Ugyancsak Dirichlet nevéhez fiz6dik az n = 14 kitevs (1832-ben), az n = 7 esetet pedig G. Lamé tudta kezelni 1839-
ben. Az 1847. év fontos volt a sejtés torténetében. Ekkor sziiletett az elsé nevezetes hibés bizonyitds, méghozza olyan
neves matematikusok miveként, mint A. Cauchy és G. Lamé (avagy nem csak a matekorak dolgozataiba cstsznak be
gyogyithatatlan hibak). A masik — sokkal fontosabb — fejleményt E. E. Kummer eredményei jelentették. Kummer egy
egészen mas jellegl szamelméleti probléma vizsgalata soran dolgozott ki olyan eszkozoket, melyekkel az Utolsé Tétel
tobb kitevs esetére is igazolhato. Modszere mtikodik példaul a 37, 59 és 67 kivételével minden 100-nal kisebb n primre.
Kummer munkija tekinthets az algebrai szdmelmélet hajnalanak. Kummer eredményeire épitve H. S. Vandiver (1920
koriil) igazolta a sejtést n < 100-ra. A nevek és az évszamok mutatjak, hogy kival6 matematikusok foglalkoztak a
problémaéval, de ennek ellenére a haladas meglehetGsen lasst volt. Komoly elérelépést jelentettek az olyan feltételek,
melyek révén szamitoégépek segitségével lehet vizsgalni a problémét nagyobb kitevGkre. Ezek segitségével 1992-re
n < 4 000 000-ig igazoltak a sejtést.

Fontos mérfoldks Gerd Faltings (1983) egy altalanos, sok egyenletre érvényes végességi tétele, melybgl kovetkezik,
hogy egy adott n > 2-re az ™ + y" = z" egyenletnek csak véges sok primitiv egész megoldésa lehet.

A torténet végén fGszerep jutott az elliptikus gorbéknek. MielGtt az eseményekrsl beszélnénk, vessiink egy pillantéast
ezekre a rendkiviil érdekes, gazdag strukturaju objektumokra. Elliptikus gorbén egy y? = f(x) alaku egyenlettel
definialt sikbeli gorbét értiink, ahol f(x) egy az® 4+ bxz” + cx + d alaka polinom, melynek harom kiilonb6z6 gyoke van.
A gorbe diszkrimindnsa a A = (a1 — az)*(a1 — as)*(az — a3)® mennyiség, ahol ay,asz,as az f(z) polinom gydkei. A
gyokok kiilonbozbsége egyenls a A # 0 feltétellel. A kdvetkezd dbra két elliptikus gorbe grafikonjat mutatja.

T
N

T — 23—z '1/: =23 —32+3

x

1. dbra. Elliptikus gorbék

Az elliptikus gorbéknek sok szép geometriai és szamelméleti tulajdonsaga van. Egy ilyen érdekes tulajonsag, hogy
lehet egy az Osszeadasra emlékezteté miiveletet definidlni a gérbe pontjain. Ebbél a célbol még vegyiink a gérbéhez
egy oo-nel jelolt ,pontot”. Errél a magikus pontrol feltételezziik, hogy rajta van minden fiiggéleges (az y-tengellyel
parhuzamos) egyenesen, és hogy az z-tengelyre vonatkozo titkorképe dnmaga. Ezutan a gorbe P és () pontjainak
P& Q Gsszegét a kdvetkezd eljarassal hatarozhatjuk meg: legyen a P, Q pontokon atmend egyenes és a gorbe harmadik
metszéspontja R; ennek az x-tengelyre valé S titkdrképe (ami szintén pontja a gorbének) a P @ @Q Osszeg. Ha P = @,
akkor az 0sszekots egyenesiikon a gorbe P-beli érintGjét kell érteni. ElSfordulhat az is, hogy R megegyezik a P, Q
pontok valamelyikével, ekkor az egyenes R-ben érinti a gorbét. Végiil legyen co @ co = oo.



2. dbra. Osszeadds elliptikus gorbe pontjain

A @ miveletre teljesiilnek az Osszeadas szokasos azonossagai, és a oo jatssza a 0 szerepét: a gorbe tetszéleges
P,Q,Rpontjaira P& Q =Q& P, c0c®dP=P,(P2Q)®R=Pd(Q & R). Ezek a tulajdonsagok, kivéve az utolsot,
az asszociativ szabalyt, konnyen igazolhatok. Szintén egyszert belatni, hogy a gorbe tetszbleges P pontjahoz a P-nek
az z-tengelyre valo R tiikorképe az egyetlen olyan pont, melyre P & R = oo teljesiil. Az Gsszeadasnal megszokott
értelemben hasznalhatjuk tehat az R = OP jelolést. Jeloljiikk E-vel az y? = 2 — 2z gorbét.

3. feladat. Hatarozzuk meg az E gorbe P& P, P& Q és P& R pontjait, ahol P = (0,0), Q = (v/2,0) és R = (2,2).

Két pont Osszegének a koordinatai kifejezhetSk az Osszeadanddk koordinataival és az elliptikus gorbe a,b,c,d
egylitthatoival, mégpedig csak a +, —, -, / miveletek segitségével. Ebbol két fontos kovetkeztetés vonhato le. Egyik,
hogy a @ miivelet definidlhaté algebrai uton, koordinatakkal. Masfel6l, ha az a, b, ¢, d egyiitthaték mind racionalis
szamok, akkor racionalis koordnataju pontok Osszege is racionélis pont lesz (a oco-t racionélis pontnak tekintjik).
Szemléltetésiil nézziik, hogyan szamithatok ki az E gorbe egy P = (z,y) pontjara a P @ P pont u, v koordinatai:

(x —u).

322 — 2\? +3352—2
V= —
) y %

(%) u_—m+<

A kifejezések nem értelmesek, ha y = 0. Ez azt a tényt tiikrozi, hogy ekkor P @ P = oo; méasképpen fogalmazva, a
gbrbe P-beli érintGje fliggoleges.

Ha az a,b, ¢, d szamok egészek, akkor tetszoleges p primszamra tekinthetjiik az y* = az® + ba® + cx + d (mod p)
kongruenciat. Ennek egy megoldasan egy egész szamokbol allé (u, v) part értiink, melyre v? — au® —bu® — cu—d oszthato
p-vel. Vegyiik észre, hogy csak az u,v szdmok p-vel valo osztasi maradékan mulik, hogy az (u,v) par megoldas-
e. Ezért a megoldéasokrodl teljes képiink marad, ha kikotjiilk még a 0 < u,v < p egyenlGtlenségeket. Szokasos még
ezeket a megoldasokat a gorbe modulo p pontjainak is nevezni. Az E gorbe modulo 5 pontjait révid szamolas utan
megkaphatjuk, észrevéve, hogy v? maradéka csak 0, 1 vagy 4 lehet: (0,0), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (3,1), (3,4), (4,1),
(4,4).

Egy egész egyiitthatos F elliptikus gorbe és egy p primszam esetén jelolje m,(F') az F gorbe modulo p pontjainak
a szamat. Ezzel a jeloléssel az el6bbiek alapjan ms(E) = 9.

4. feladat. Mutassuk meg, hogy ha F egy egész egyiitthatos elliptikus gorbe, és p egy primszam, akkor m, (F) < 2p.

Néhany ,rosszul viselkeds” primszamot kivéve — ezek a primek mind oszt6i a A diszkrimindnsnak — értelmezhetd
a @ Osszeadas az egész egylitthatds gorbék modulo p pontjain is. Itt is sziikség van a co pontra, és két pont Gsszegét
ugyanazokkal az algebrai kifejezésekkel szamithatjuk ki, amelyek a valos pontokra megadjak az Osszeg koordinatait.
Példaul az FE gorbe modulo 5 pontjaira hasznalhatok a (x) formulak, ha a P & P Osszeget akarjuk meghatarozni.

5. feladat. Adjuk meg az E gorbe egy olyan P # oo modulo 5 pontjit, melyre P® P® P& P @ P = co.

Az elliptikus gorbék szamelméleti tulajdonsigainak vizsgalata (egész koordinataju pontok, modulo p pontok, a
@ miivelet hatasa ezeken) ebben a szazadban valt intenzivvé. Erdekességként azért megemlitjiik, hogy az egyik elss
ilyen jellegt allitast szintén Fermat margoszéli feljegyzései kozott talaltak. Arrol a tényrél van szo, hogy az y? =
23 — 2 egyenletnek csak két egész megoldasa van, nevezetesen (3,=£5). Igen szép és fontos ,modern” eredmény L. J.
Mordell tétele (1921): egy racionalis egyiitthatos gorbének van véges sok raciondlis koordinataju pontja, melyekbdl az
Osszes raciondlis pont megkaphat6 a @ miivelet alkalmazasaval. A modulo p pontokkal kapcsolatban H. Hasse (1934)
bizonyitotta a |[p — m,(F)| < 2,/p egyenlGtlenséget.

Az 50-es évek mésodik felében Taniyama Yutaka, Shimura Goro japéan, és André Weil francia matematikusok
fogalmaztak meg egy nagy jelentGségt, egyebek kozott a raciondlis egyiitthatos elliptikus gorbékre is vonatkozo sejtést
(TSW-sejtés). Az ebben foglalt allitasok kimondasahoz nagyon sok el6késziilet kellene, amire itt nem véllalkozhatunk.
Erzékeltetésiil csak annyit, hogy a TSW-sejtés szerint tetsz6leges racionalis egyiitthatos y? = ax®+ba® +cx+d gorbéhez
vannak olyan kildnleges [ és g fiiggvények, melyekre f(z)2 = ag(z)3 —|—bg(z)2 +cg(z)+d teljesiil. A sejtés lényege éppen
ezeknek a kiilonleges fliggvényeknek a tulajdonsagaiban rejlik. A TSW-sejtésnek van egy (nem kevésbé bonyolult)
szamelméleti megfogalmazasa is. Ennek érdekessége, hogy az allitds csupan a gorbe modulo p tulajdonsagain, sét
lényegében csak az m, (p = 2,3,5,...) szamokon mulik. A TSW-sejtéssel kapcsolatos elsé jelents eredményt Shimura
érte el 1971-ben, megmutatva, hogy teljesiil gorbék egy csaladjara.



A kovetkezs fontos esemény méar 6sszefiizi a két szalat, az Utolsd Tételt és az elliptikus gorbéket. 1985-ben Gerhard
Frey német matematikus a Fermat egyenlet tanulményozéasa soran meglepé kapcsolatot talalt. Tegyiik fel, hogy n > 3
prim és a paronként relativ prim a, b, ¢ egészekre teljesiil, hogy a™ 4+ b" = ¢™, b paros, és a + 1 oszthato 4-gyel. Kénny
meggondolni, hogy ha az Utols6 Tétel nem igaz, akkor ilyen n, a, b, c négyes létezik. Egy ilyen ,megoldashoz” Frey a
kovetkezs egész egyiitthatos elliptikus gorbét rendelte (an. Frey-gorbe):

y? = x(x —a™)(x +b").
A gorbe diszkriminansa A = a?"b?"¢®" szép szimmetrikusan fiigg az a, b, ¢ szamoktol. A német kutatot szamitasai
ahhoz a meggy&zdéshez vezették, hogy a Frey-gorbékre nem teljesilhet a TSW-sejtés. Volt elképzelése a bizonyitasrol
is, de egy jelentGs részkérdést nem tudott kezelni. Ez viszont sikeriilt Kenneth A. Ribet amerikai matematikusnak
1986-ban. Ribet munkija nyoman tehat vildgossa valt, hogy a TSW-sejtésbdl kivetkezik az Utolsd Tétel.

Taldn nem teljesen tulzds azt mondani, hogy innent6l Andrew Wiles asztalara keriilt a kérdés. Wiles palyaja
kezdete ota foglalkozik elliptikus gorbék aritmetikajaval. Els6, — tanaraval, J. Coates-szal kozosen elért — messzire
mutato eredménye e targyban 24 esztendds kordban, 1977-ben jelent meg. A princetoni egyetem professzoraként mar
régota a kérdéskor egyik vezets szaktekintélyének szamit. A hirek szerint Ribet eredményének kozzététele 6ta dolgozott
a TSW-sejtés igazolasan. Matematikai eredmények és modszerek félelmetes mennyiségi és mélységd arzenaljat kellett
bevetnie. Ezek kozott van annyira 6j és friss is, melyet csak 1992-ben publikaltak. Végiil, ahogy azt 1993. junius 23-a4n
Cambridge-ben tartott eladasan bejelentette, igazolta a TSW-sejtést elliptikus gorbék egy nagy osztalyara, melybe,
ha léteznének, beletartoznanak a Frey-gorbék is. Ez az osztaly a félig stabil gorbékbdl all. A félig stabilitéds feltétele a
modulo p redukalt gorbékre vonatkozo kikotés, ahol p|A. A feltételt nem nehéz megérteni y? = (z — A)(z — B)(x — )
alaki gorbék esetén, ha A, B,C egészek. A modulo p redukilt gorbe akkor tesz eleget a kikotésnek, ha az A, B,C
szamok p-vel osztva nem mind adjak ugyanazt a maradékot (p = 2, 3-ra valamivel bonyolultabb a helyzet, ezt nem
részletezziik). Felhasznalva, hogy a,b, ¢ paronként relativ primek, a Frey-goérbére p > 3 esetén egyszeri ellenérizni a
felig stabilitas feltételét.

Ugy tiinik tehat, hogy az Utolsé Tétel végre bizonyitast nyert. Wiles erdfeszitésének meértékét, az eredmény nehéz-
ségét esetleg érzékelteti, hogy a bizonyitas kézirata kb. 200 oldal terjedelmd. Becslések szerint tobb mint ezer oldal
lenne az érvelés leirdsa, ha csak a szokasos egyetemi anyagban targyalt tényekbdl indulnank ki.

Egy ilyen hosszi, bonyolult bizonyitas ellenérzése sok id6t igényel. Beletelik még egy idébe, mire a szakérték
teljesen megbizonyosodnak a helyességérdl. Nem teljesen elképzelhetetlen, hogy valahol hibat talalnak a részletekben [
Az azonban mér ma is vildgos, hogy oriési elérelépés tortént a TSW-sejtéssel kapcsolatban. Nem véletlen tehat, hogy
sokan — ezek koziil e sorok irdja sem kivétel — az emberi gondolkodas egyik csodélatos, fényes cstcsteljesitményének
tartjak Wiles munkajat.

Végezetiil alljon itt egy derds mozzanat az Utolsd Tétel bizonyitasa koriil vilagszerte megnyilvanulé érdeklgdésrol
és izgalomrol. San Francisco-ban a Szépmiivészetek Palotajaban jalius végén volt egy rendezvény, ahol a szakértéknél
szélesebb kozonség szamara mutattak be a probléméat és Wiles eredményét. Az elGadok kozott volt Ribet is. A t6bb mint
ezer f6s befogadd képességi terem zsufolasig megtelt, és legalabb kétszaz érdeklodst el kellett kiildeni. Alighanem ez
volt az els6 matematikai targyi rendezvény a térténelemben, ahol a jegyiizérek is megjelentek. Az eredetileg 5 dollaros
belépGjegyek 50 dollarért keltek el. Azdta is tiin6dom: honnan van ennyi érzékiik a San Francisco-i jegyiizéreknek az
aritmetika szépségeihez?

2 A legutolsé hirek szerint valoban nem teljes a bizonyitas. A szerk.



