1. Amennyiben a két adott pont a haromszog
a) alapjanak két végpontja, gy a harmadik cstics az adott szakasz felez6 merélegesén van, kivéve a szakasz felezs-
pontjat, igy

Ce{(z;y)3z + 2y = 21\{(=2:4) };

b) egyik szaranak két végpontja, akkor az egyikiikt6l a méasik tavolsagaban lévs pontok és csak ezek johetnek szoba,
tehat

C e {(zy)l(x— 1%+ (y - 6)* = 52}\{(~5:2), (7;10)}
vagy
C e {(z:y)l(x +5)* + (y — 2)* = 52}\{(1;6), (-11; -2)}.
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2. Az a, aq, aq® természetes szamok. aq® = a + 6, ¢ = 1 + 4= 1+ P Az aqg = v a? + 6a természetes
szédmra

1)2
a<+Va?+6a<a+3, igy a2+6a—{2a12;2 vagy
a :
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Az egyetlen pozitiv egész megoldas a = 2, igy ¢ = /1 + 5= 2, tehat az els6 harom elem 0Osszege 14.

3. Mivel CO felezi a szarak 120°-o0s szogét, azért OCA’< = 60°, tovabba OA’'C< = 90°, igy az OC A’ haromszdgben

OA' = r miatt CA' = —— ¢s CO = 204" =2-_.
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CA'
oyr

A C.’ B

A CC’'B haromszog szdgei szintén 60°, 90° illetve 30° nagysaguak, ezért

C'B=V3CC' = ﬁ(wz%) .

A haromszog oldalai igy:

AB =20'B = 2/3 (r + 2%) = (2v3+4)r

és

4
AO_BO_2OC’_2< +2L)_(2+_) ;
T Ve

a keriilete és teriilete az el6z6ek szerint

4
k:_AB+BC+OA_AB+2BO_(2\/§+4)r+2<2+—)r_ <2\/§+8+i)r;
V3 V3

és
1 4
t==--AB-CC'=C'B-CC' = <\/§+4+—> r2.
2 V3
4. Az egyenletrendszer pontosan akkor értelmezhetd, ha x és y egyarant 1-t6l kiillonb6z6 pozitiv szamok. Az elss
1 5
egyenlet, log, v + s 7 — 2 alapjan log,y = 2 vagy log,y = gy azaz y = z? vagy x = y?. Ezeket a masodik
08: Y
egyenletbe helyettesitve — egyuttal figyelemmel x és y pozitiv elGjelére, — kapjuk, hogy

i) 4y — 3z = 1, szorzatta alakitva (vr — 1)(3yz —1) = 0,2 = 1 vagy = = 9 Az els6 érték nem felel meg az

1
eredeti kikotéslinknek, a masodik alapjan y = m illetve



ii) 4y — 3/y = 1, mésképpen (/y —1)(4/y+ 1) =0,y = 1 (mivel a méasodik tényezs biztosan pozitiv). Ezen az
agon tehat nem kaptunk megoldast.
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Az egyenletrendszer egyetlen megoldéasa tehat az (5, ﬁ) par.

5. Mivel AP = BP, azért P-nek illeszkednie kell az A B szakasz felez6 merdlegesére, amellyel az eredeti haromszoget
az AFC és BFC — szintén egyenls szard derékszogl — haromszogekre oszthatjuk.

Legyen AF = FC = z!

i) Ha P a haromszogon beliill van, akkor Pitagorasz tétele szerint
AF? + FP? = AP?,

1
azaz 2 + (x —1)? = 5, igy = = 2, a haromszog teriilete T = 3 AB - FC = % = 4 teriiletegység.

ii) Amennyiben P a szakaszfelez6 merdleges C-n tuli meghosszabbitasan van, Ggy az el6z6ek mintéjara z? + (x +
1)? =5, vagyis = = 1, igy a teriilet is 1.

iii) P nem lehet az F'C egyenes F-en tali meghosszabbitdsan, mivel akkor az APC haromszogben az AP = V5
hosszu oldallal szemben 45°-0s, mig a CP = 1 oldallal szemben egy 45°-osnél nagyobb sz6g volna, ami nem lehetséges.

6. Az adott kifejezés értelmezhetGségének sziikséges és elégséges feltétele, hogy

i) a négyzetgyok miatt 3cosx —cos2x — 2 > 0, és

ii) a logaritmus miatt 2—x—2>>0, és

iii) a nevezs miatt 2—zx—a2#1 teljesiiljon.

Az egyes feltételeket kiilon-kiilon vizsgélva:

i) 3cosz — cos2x — 2 = —(2cos’x — 3cosx + 1) = —(2cosz — 1)(cosz — 1), ami éppen akkor nemnegativ, ha
<cosz < 1;

N =

ii) 2 — 2 — 2% = —(z + 2)(x — 1), akkor és csak akkor pozitiv, ha —2 < x < 1;
iit) 2 — 2 — 22 # 1, tehat « nem lehet sem (V5 — 1)/2, sem (—V/5 — 1)/2.

Osszefoglalva — példaul a szdmegyenesen torténd abrazolassal —
™
x € [—g;l)\{(\/g—l) /2}

7. Legyen az egysikt AF és A’ B’ egyenesek metszéspontja M. Ekkor — mivel F' a BB’ felez6pontja — az ABF és
FB’'M héaromszdgek egybevagosiga miatt B'M = AB.
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Osszekdtve az A'B'C'D’ sikban 1évé M és D' pontokat, ez az egyenes a B'C’ szakaszt annak G felez6pontjaban
metszi. Ez a pont szintén eleme a metsz6 siknak, tehat az a kockabol az AFGD’ egyenls széra trapézt metszi ki,
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egyuttal az AD' A’ FGB’ csonkagulat vagja le, ennek térfogata az AD’ A’ M gila térfogatanak g—része, vagyis — a kocka

élét egységnyinek valasztva:

7 1 1 7
=53 2%
. . ) 7 17 i
igy a maradék test Vo térfogata 1 — 21 = 21’ tehat: V4 : Vo =7:17.

8. a) Igazoljuk elGszor, hogy minden konvex négyszoghen t1ts = toty, ahol t1, o, t5 és t4 az atlok altal létrehozott
haromszogek teriiletét jelolik. Példaul a trigonometrikus teriiletképlettel

1
tits = ~MA~MD'sina:-§~MB~MC'sin;1;:

N~ N~

1
-MA-MB -sin(180° ) - 5 - MC - MD - sin(180° — ) = tzta.

b) Mivel feladatunkban a négyszog egészének teriiletérsl kell mondanunk valamit, keressiink kapcsolatot a 1, ta, t3
és t4 mennyiségek Osszege (a teljes teriilet) és szorzataik (ezek koziil két egyenls adott) kozott. A — szamtani és mértani
kozépre vonatkozo — Cauchy-egyenlGtlenség szerint az a és b nemnegativ szamokra (a +b)/2 > \/%, kis atrendezéssel
a+b > 2vab. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy

T =ty +ty+tg+ty =1t +t3+ts+ 1ty > 2VE11s + 2V1als = 2,

ezért a négyszog teriilete legalabb 2 egység.

c) Egy adott korbe irhat6 négyszogek teriilete nyilvan nem lehet tetszslegesen nagy, a maximaélis teriilettel koziiliik a
négyzet rendelkezik. Ez belathatoé — tobbek kozott — tgy, hogy a négyszog két szemkozti csucsat rogzitettnek gondolva,
a masik kettSt az ivfelez§ pontokba — tehat egy atmérs két végpontjaba — mozgatva a teriilet névekszik (biztosan
nem csOkken), majd a szemkozti csticsok szerepét megcserélve ismét ng. Ekkor az eredeti négyszogiinket — tertiletét
nem csOkkentve — négyzetté alakitottuk, annak teriilete tehat barmely mas négyszogét meghaladja. Feladatunkban egy
egységnyi sugaru korbe irtunk négyszoget. Az el6zbek szerint tehédt ennek teriilete nem lehet nagyobb, mint a korbe
irhat6 négyzet teriilete, azaz 2 teriiletegység.

A b) és c)-beli eredményeink alapjan allithatjuk, hogy a vizsgalt négyszog teriilete 2 egység.



