1. Geometriai megkozelités

Az irracionalis szam a pitagoreusok felfedezése. A probléméahoz geometriai uton jutottak el. Egy szakasz mérGsza-
méanak megéallapitasara barmely nala nem nagyobb hosszegység valaszthatd, amely valahanyszor rafér maradék nélkiil.
Kérdés, hogy barmely két szakaszhoz létezik-e olyan hosszegység, amellyel mindkett6 mérhets.

Két szakasz esetén egy kozos mértéket gy kaphatunk meg, hogy a kisebb szakaszt felmérjiik a nagyobb szakaszra,
és ha a kisebb szakasz tobbszorose maradék nélkiil ramérheté a nagyobb szakaszra, akkor ez egy kozos mérték, ha
nem, akkor a maradékot felmérjiik a kisebb szakaszra — hasonldoan, mint el6bb. Az eljarast tovabb folytatva az utolséd
nem nulla maradék lesz egy kozos mérték. El6fordulhat azonban, hogy az el6z6 eljaras soha nem ér véget. Ekkor a
gorogok azt mondtak, hogy a két szakasz Osszemérhetetlen. Ha a két szakasz koziil az egyiknek van mérészama, akkor
a masiké arrheton (kimondhatatlan) szam; irraciondlis szam. A négyzet oldala és atloja ilyen, Gsszemérhetetlen.
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Legyen a négyzet oldala a, a négyzet atloja b. A haromszog-egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy b < 2a, tovabba
lathato, hogy b > a. Tehét

(1) b=a+m.

Allitsunk merdlegest az atlora E-ben, ahol E__C =a. Az EFCA és az FBCA egybevagoak — két oldal és a nagyobbikkal
szemben fekve sz0g megegyezik. Igy EF = FB. Az EF A< 45°-0s, ebbdl kovetkezik, hogy r1 = EF = FB. Most mérjiik
fel r1-et AF-re F-bol. Ezzel a négyzet oldalat az atlojara mérjik fel. Az d@brdrdl jol lathato, hogy

(2) a=2ry +rs.

Ha az eljarast folytatjuk — G-ben allitva merglegest, azt tapasztaljuk, hogy kovetkezd lépésként ismét egy négyzet
oldalat meérjiik fel atlojara. Az eljaras ezért soha nem ér véget.
Az is jol lathato, hogy a lépések ismétlédnek, igy

(3) r1=2ry + 13,

altalanosan

Tp = 2Tp+1 + Tpto.

Azt tudjuk, hogy a maradékok — (r;) — szigorian monoton csékkend sorozatot alkotnak, ez az algoritmus kovetkez-
ménye. Az is konnyen belathato, hogy a maradékok lassan ,elfogynak”, a maradékokbol allé (r;) sorozat hatarértéke
nulla. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik olyan o > 0, hogy az (r;) sorozatnak végtelen sok eleme nagyobb, mint &g.
Azt tudjuk, hogy b =a+ 11 = a+ 2ro + 13 = a + 2ry + 2r4 + 75, és az eljarast folytatva b felirhaté a paros indexd
maradékok segitségével:

b=a+2(rg+rs+r6+...+72 +...).



Hasonloan b = r1 + 2(r1 +r3 + ... + ro;41 + ...) a paratlan indexti maradékokkal. Osszeadva e két Gsszefiiggést

kapjuk, hogy 2b = a+1r1 +2(r1 + 72 +r3+...), ebbdl pedig kovetkezik, hogy 2b > 2(r1 +ro+7r3+...), azaz b > Z i
i=1

b

Mivel végtelen sok £9-nal nagyobb maradék van, ezért (L—} + 1) = n darab €p-nal nagyobb maradék is van.
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Ellentmondasra jutottunk, tehat a maradékokbol allé sorozat nullahoz tart.
Vegyiik észre, hogy ha fel tudnank b-t a és r tortrészei segitségével irni agy, hogy az Osszeg a maradékok koziil
egy lehetdleg minél kisebb tagot tartalmazzon, akkor a = 1 (egységnyi hosszisagu szakasz) valasztésa esetén b = V2

értékét tetszéleges pontossaggal meghatarozhatnank.
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A (2) osszefiiggésbdl r = 3 5 ezt visszairva (1)-be b = a + TR adodik. (3)-bol

= r9, és mivel

a —T9
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r o= a4 T2, igy 2 = rg, azaz a7 ro. Ha ezt beirjuk a b-re kapott utolsé egyenletbe, b = cH—E — i4—7”—5
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adodik. Mivel =rs, igy 5 = rs, tehat = r3. Ezt visszairva a b-re kapott utolsé egyenletbe,
kapjuk:
a a a 1y
b= - — 4 — — =
T3 TR 2
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Hasonloan kapjuk: b =a + 5 — — + — — —— + 5.
asonloan kapju a+ 210 + 60 348 + 29

a =1 esetén b = V2 ~ 1,41437 adodik az el6z6 Osszefiiggésbasl.

Az eljarast folytatV:, b=a+ g — % + % — % + 2()@3(71 — % adodik, és a = 1 esetén b = V2 ~ 1,4142.
Legyen b(1) = a + L az osszeg els6, b(2) =a+ — — -2 a masodik alakja. Legyen ¢g =0, ¢; =1, co =2, c3 =
Cc1 C1C2 C2
5, ..., ¢; =2¢c;_1 +ci—2 (1 > 1 esetén). Azt allitjuk, hogy — minden n-re — b
a a n a n+1Tn
4 — — — 4. 4+ (-1 -1 —
( ) ot C1C2 C2C3 * +( ) Cn—1Cn +( ) Cn
alakban irhato.
a — C;Try
Elgszor belatjuk, hogy r; = AR
Ci+1
Bizonyitas teljes indukcioval:
) ) a—ry . i a—2r;
i =1 esetén r| = 5 1= 2 esetén ro = 3
Tegyiik f6l, hogy n-re teljesiil, hogy 7, = 97 Cnlntl Byt ag T4l = I'n = I'nt2 Osszefiiggésbe beirva
Cn+1

a — CpTn+1 Cn+1

T'n4+2 = 2Tn+1
Cn+1 Cn+41

adodik, amit rendezve a kivant

a4 — Cp41Tn+42

= Tn+1
Cn42
alakra hozhatunk ¢, 42 = 2¢,41 + ¢, felhasznélasaval.
Visszatérve (4)-re, azt is teljes indukcioval bizonyitjuk:
1 a T2 a T2
n=1lreb=a+—=a+r;n=2reb=a+—-——=qa+ - — —.
C1 C1C2 Co 2 2

Tegyiik f6l, hogy valamilyen n-re b=a + ...+ (—1)”“2—”; ekkor
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Mivel a maradékokbol 4ll6 sorozat nulldhoz tart, ezért

Az el6z6 Gsszeg segitségével:
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2. A ¢; =2¢;_1 + ¢ci_o rekurzio

A (¢;) sorozat elemeit a ¢; = ¢;—2 + 2¢;—1 rekurzios formula adja meg, ha i > 2, ¢; és ¢co pedig legyen 0, illetve
1. A Fibonacci-szdmokhoz hasonldéan lehet&ség van a sorozat elemeit explicite is megadni, azaz ¢ ismeretében a c¢;-t
meghatarozni.

1. médszer: A sorozat elemeit két mértani sorozat 6sszegeként irjuk fel. Olyan mértani sorozatokat tekintiink,
amelyek maguk i is kielégitik a ¢; = 201 1 + ¢;—2 rekurziot.

Legyen ¢; = ¢', ¢ # 0. Ekkor ¢' = =2¢"! —|— ¢"~2 minden i > 2 esetén, ami

¢"2-vel valo osztas miatt ekvivalens a ¢> = 1 4 2¢ feltétellel.

qi2=1% V2 2 kielégitik az utobbi egyenletet.
Legyen S1 = (1,q1,¢1,43,...) és So = (1,q2,45,G5,...). A sorozatunkat \;S1 + \2S2 alakban keressiik:
(07 17 27 57 .. ) = )\1(17 q1, Q%u qu? .. ) + )‘2(17 q2, qgv qgv .. )

Az egyenlGség teljesiiléséhez sziikséges és elégséges az els§ 2 tag egyenlGsége, hiszen mindkét oldal kielégiti a ¢; =
2¢;_1 + ¢;—o rekurzidt. Azaz A\ + Ay = 0 és A\1q1 + A2go = 1-nek teljesiilnie kell.

1 1 .
Az egyenletrendszert megoldva A\; = ——=, Ay = ——— adodik. I
gy g 1 2v2 2 902 gy

1 2 3
(0,1,2,5,..) = —— (1,1+\/§,(1+\/§) J(1+V2) ) _
2\/5 1 N /e 9 /5 3 vagyis
——— (1,1 =v2,(1-v2) ,(1=-v2),...),
5 (1-v2',1-v2)'..)
Cn = 1+v2)" -2 ”) .
(v -a-va)
2. moédszer: Tekintsiik az F(z) = Zcixi an. hatvanysort. Ez ,elég kis” = értékekre konvergens, és belathato,
i=0

hogy hasonloan szamolhatunk vele, mint véges 6sszegekkel. A ¢; = 2¢;_1 + ¢;—o tulajdonsag felhasznélasaval tekintsiik
(2% + 22 — 1) - F(x)-et:
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Z (—ci +2¢i-1 + ¢i—2) 4+ 2000 — ¢g — 1T = (2z + % — 1) F(z).
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Az el6z6 Gsszefiiggésbdl
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Az ———— t0Ort un. parcialis tortekre bontassal felirhato
(z —a)(z - B)
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alakban, ahol A és B értékét kozos nevezére hozés utan a megfelels egylitthatok dsszehasonlitasaval kaphatjuk meg.
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Veégiil végtelen mértani sorba fejthets:
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gy i = 2\/5 .

3. Lanctortek

a0—|— 1
ai + 1
Gt

az + ——

1

an

A fenti kifejezést véges lanctortnek nevezziik. Az a;-k tetszéleges valos szamok lehetnek. Altalanosabb targya-
las esetén a ,szamlélokban” az 1-esek helyett mas valés szamok is allhatnak, azonban itt ezekkel az esetekkel nem

., an|-nel fogjuk jeldlni.
S an] =

foglalkozunk.
A fenti lanctortet rovidebben [ag, a1, as,
Legyen po = ao, p1 = a1ap + 1, pp = anpp—1+pn—2, han >1;
qo=1, ¢ = a1 és ¢ = anqn-1+ qn—2, han > 1.
. ag 1 arap+1 | - . i . )
Tudjuk, hogy [ag] = 0 [ag, a1] = ap+— = ———— és teljes indukcidval konnyen belathato, hogy [ag, a1,
a1 a1

Pn

qn
A kovetkezs allitasunk az, hogy pngn—1 — Pn_1qn = (—1)" 1. Mivel



Pndn—1 — Pn—14n = (ann—l +pn72) dn—1 — Pn—1 (ananl + Qn72) -
— S—
Pn qn
= _(pn—IQn—2 _pn—QQn—l)-

A kovetkezd 1épésben p,_1 és q,_1-et beirva, és a behelyettesitéseket tovabb folytatva kapjuk a fenti Osszefiiggést.
Az el6z6 allitasnak kozvetlen kovetkezménye, hogy

Dn Pn—-1 (_1)n71

dn qn—1 qn—14n ’

(-1

azaz [ag,a1,...,an] — [ag,...,an—1] = ————; ebbdl viszont kiévetkezik, hogy az [ag,...,an] lanctort értékét
dn—14n

N
1
ao + E (=1)"! alakban irhatjuk fel. Ami nem més, mint az 1. részben a v/2-re felirt kozelitG Osszegek
qn—19qn
n=1

altalanos alakja az utols6 — ismeretlen, egyre csokkens maradék tagot tartalmazo — tag nélkiil, ag = 1, a, =2 (n >
0 esetén), és ¢; = c;y1-et irva a fenti Osszefiiggésbe. Ez azt jelenti, hogy V2 kozelits érteket egyszerten felirhatjuk
[1,2,2,...,2] lanctortként, s minél tovabb folytatjuk a felirdst, annal pontosabb értéket kapunk v/2-re. Azt is mond-
hatjuk, hogy az

1
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2+
2+

1

1
2+ —
végtelen periodikus lanctort értéke V2.

Kozvetleniil is bizonyithatjuk, hogy az [1,2,2,2,.. ] végtelen lanctort értéke v/2, azaz lim z, = v/2, ahol z, =
n—oo

[ag, . .., an], esetiinkben ag = 1, a, = 2 (minden n > 0-ra). A 2. részben vazolt modszerek egyikével felirhatjuk p,, és
qn explicit alakjat. Mivel

0 14+v2)m+ 4 (1—v2)""
[0’07"'50477.]:2_”7 ahol Pn = ( ) 2( )
és
B (1 + \/i)nnLl _ (1 _ \/i)nJrl
Qn - 2\/5 I

azt kapjuk, hogy
n+1 _ n+1
pn _ L+ V4 (1 V2
o VB (1= VR

|(1+V2)| < 1, ezért lim (1 +v/2)" = 0, ebbdl viszont kovetkezik, hogy lim Pn V2. pn 6 qn értékeinek pontos
n—oo

n—r oo q

meghatarozasa utan V2 értékére raciondlis kozelitéseket kapunk, valtakozva alulrél és felilrsl.

po=1 G0 =1 1=
q0 3
p1=3 Q=2 &:—:1,5
Q %
p2 =7 g2 =5 12:—21,4
LYy
ps =17 g5 =12 B~ 5~ 1416
q3
41
pa =41 =29 Pa = ~1413
qa 29
Egy masik végtelen és periodikus lanctort az [1,1,1,...]. Egyszerten kapjuk, hogy bi _ ;i+2, ahol f; a Fibonacci
qi i+1
sorozat (i+1)-edik eleme (fo =0, f1 =1, fi = fi—1+ fi—2, Vi > 1). Ha p;-t és ¢;-t explicite felirjuk a 2. részben vazolt
| 5 . .
modszerek egyikével, azt kapjuk meg, hogy lim bi _ +2\/_. Ami nem mas, mint az aranymetszés aranyszama: ha
71— 00 %

egy a + b hosszusagu szakaszra
b 1 5
(a—l—b):b:b:a,akkorb:a:a: +2\/_.




Néhany tovabbi irracionalis szam lanctortalakja:

=13, 7, 15,1, 292, 1, 1,.. ]
e=102,1,21,1,4,1,1,6, 1, 1,..]
V3=01,1,2,1,21,2 1,2, 1,..]

A fenti példakban szerepls, és v/2-re, ill. L+ V5
mivel a lanctort alakokban szereplé a;-k egész szamok. Bizonyithatd, hogy minden valés szdmnak létezik egyszertd
lanctort alakja, és pontosan akkor raciondlis egy szam, ha az egyszert lanctort-alakja véges, ill. pontosan akkor
irracionalis, ha egyszeri lanctort-alakja végtelen.

Az euklideszi algoritmushoz hasonlé lanctort algoritmus segitségével elvileg barmely valds szamnak felirhatjuk az
egyszert lanctort alakjat. Legyen z valos szam, és legyen ag = [z] (z egész része). Igy © = ag+ &, ahol 0< & < 1.

-re kapott végtelen lanctorteket is egyszerd lanctorteknek nevezziik,

1 P 1
Ha & # 0, akkor legyen &= ay, [a)] = a1 = 1. 1gy a] = a1 +&;, ahol 0 < & < 1. Az algoritmust folytatva: a, = i
0 n—1
és
/ 1 / /
x = [ag,a}] = {ao,al + a_’} = [ag, a1, a5] = [ag, a1,az2,a3] = ... .
2
Peéld4ul:
5 =0 1 =0 0,2,3
?— + ?— + 2—— [ 9 <y ]
3 T3

Noha v/2 végtelen nem szakaszos tizedes tort, egyszert lanctort-alakja mégis azt mutatja, hogy van benne harmonia.
Mar a XVIIL. szazadban megmutattak, hogy a lanctort kifejtésben a periodikussag az a++/b alaki irracionélis szamokat

1
jellemzi, ahol a és b racionalis. (Ilyen tehat pl. v/3 és a lanctort-alakja is.)



