Feladat. Szerkeszthetd-e a hdromszdg, ha a szogfelezd szakaszainak hossza

a) 1, 2, 2 egység?

b) 1, 3, 3 egység?

Szemléletesen nyilvanvald, hogy ha a haromszog két szogfelezd szakasza egyenld, akkor a haromszog egyenld szard.
Ennek els6 bizonyitasa Steinertdl szarmazik, ezért a szakirodalomban Lehmus —Steiner-tételként szerepel. (Részle-
tesebben 1. példaul: Cozeter—Greitzer: Az tjra felfedezett geometria, Gondolat Kényvkiado, Budapest, 1977. 33-36.

o.M
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1. dbra

a) Tegyiik fel, hogy szerkeszthet a kivant ABC haromszog, akkor a Lehmus — Steiner-tétel értelmében a haromszog
egyenld szart, és a magassaga 1 egység. Jelolje az alapot BC', a szarakat b, az alapon nyugvoé szogeket 2¢, BBy = CC; =
2 egység (1. dbra). A kiils6 szog tétel értelmében AByB< = 3¢, tovabba, BAC< = 7w —4e. A derékszogi haromszogbdl

(1) bsin2e = 1.
Az ABB; haromszogben a szinusztételbol
2 _ sinde
b sin3e’

(1)-bdl a b-t behelyettesitve, a megszerkeszthets, 0 és m/4 kozé es6 e kielégiti a
2 sin 2¢ sin 3¢ = sin 4e.
egyenletet. Ezzel ekvivalensek a kovetkezs allitasok:

sin 3¢ = cos 2e

sin 3¢ = sin (g — 25)

35:g_2g+27rk vagy 35+g—2£:7r+27rl kleZ
us 2 us
5—1—0+?k vagy E—§+27Tl.

T . ™
0<e< 1 miatt az egyetlen megoldas € = I

Belattuk tehéat:

I. Ha szerkeszthet6 az 1, 2, 2, szogfelezs szakaszokat tartalmazo haromszog, akkor szerkeszthets a B B1 Bo derékszogi
haromszog, amelynek atfogoja BBy = 2, és amelyben By BBo<t = ¢ = 18°.

Kimutatjuk, hogy ennek megforditasa is igaz:

II. Ha szerkeszthets a BBy By derékszogt haromszog, amelynek atfogoja BBy = 2, és € = 18°, akkor szerkeszthet6
az 1, 2,2 szogfelezs szakaszokat tartalmazé haromszog is.
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2. dabra

Tegyiik fel, hogy szerkeszthet a mondott BBy By derékszogi haromszog, akkor tiikrozziik a BB, félegyenest a BB -
re, majd szerkessziink a Bi-en 4&tmen6, a BBa-vel 36°-0s szoget bezaré — BA'-vel nem parhuzamos —egyenest (1. a 2.
dbra jeloléseit). Ily modon eléll az A’ BC” egyenls szara haromszog, amelyben a szérakhoz tartozo szogfelezGszakaszok
2 egység hossziuak. Kérdés: a haromszog m magassaga 1 egység-e? A szogfiiggvények egyszert alkalmazaséaval

2sin 18°
BC' = BB, + ByC' = 2cos 18° +
tg 36°
1
BAl = §BCI,
(2) m = BAjtg 36° = tg 36°cos 18° 4 sin 18°.

! Ugyanakkor megjegyzends, hogy két kiilsé szdgfelezs szakasz egyenlGségébGl altaldban nem kovetkezik, hogy a haromszog egyenls
szara. Szerk.



A 18° és 36° szogfliggvényeinek pontos értékét egyszeriien meghatarozhatjuk:

51 V101 25
sin18°:\/_4 , 00518°=+\/_, tg 36° = \/5 — 2v/5,

ezeket (2)-be helyettesitve m-re tényleg 1-et kapunk.

Ezzel belattuk, hogy a II. allitas is igaz. Kozismert, hogy a 18°-os sz6g megszekeszthets, tehat a 11. el6tagja igaz.
Ebbél kovetkezGen a II. utétagja is igaz, azaz a feladat kérdésére igenls a valasz.

b) Az a) alatti megoldas gondolatmenete az ABC' egyenls szart haromszog alapszogét 2¢-vel jel6lve a sin 3¢ = cos 2
helyett a

3sin3dp = 2cos2p

egyenletre vezet. Ennek egyszer megoldasara alig szamithatunk. Alkalmazzuk sin 3p-re az addicios tételeket, majd
olyan lépések kindlkoznak, amelyek soran a p-nek csak a szinusza marad meg:

cos 2¢(3sinp — 2) + 3 cos g sin 2p = 0,
(3) 12sin® ¢ — 4sin? p — 9sinp + 2 = 0.

Eddigi eredményiink: ha szerkeszthet6 az 1, 3, 3 szogfelezs szakaszokat tartalmazé haromszog, akkor az egyenls széar,
tovabba alapszoge felének szinusza szerkeszthets, és gyoke a

(4) 1223 —42* — 92 +2=0

egész egyiitthatos harmadfoki egyenletnek.

Keressiik meg a (4) racionalis gyokeit!

Tegyiik fel, hogy p/q (p € Z,q € Z") megoldasa a (4)-nek, akkor az ismert tétel szerint p|2, ¢|12. Ebbél az adodik,
hogy p/q csak a kovetkez6 16 racionalis szam valamelyike lehet: 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/6, 1/12, 2, 2/3, valamint
ezek ellentettjei. A (4) bal oldala altal meghatarozott f polinomfiiggvény derivaltja két szélsGértékhelyet szolgaltat:
—0,40109; 0,62331. Ezeket, tovabba az f(—1) < 0, f(—1/2) > 0, f(0) > 0, f(1/2) < 0, f(1) > 0 megallapitasokat
felhasznalva felvazolhatjuk f grafikonjat és a folytonos fiiggvényekre vonatkozoé tételek alapjan harom intervallumot

kaphatunk a (4) gyokeire:
1 1 1
—1:—= . 1.
(52) (m2) (3)

A 16 lehetséges racionalis gyok koziil a kovetkezdk esnek ezekbe az intervallumokba:

-2/3; 1/3; 1/4; 1/6; 1/12; 2/3.
Behelyettesitve Gket, egyik sem bizonyul gyoknek, és a gyokokre ezeket a sziikebb intervallumokat kapjuk:

(3 () @)

A szerkeszthetGség elméletének egyik ismert tétele azt mondja, hogy ha a racionalis egyiitthatos harmadfoka
egyenletnek nincs raciondlis gyoke, akkor az egyenlet egyik gyoke sem szerkesztheté meg (1. K6Mal 1985. évi 8-9.
szam, 337-341. o.).

Gondolatmenetiink szerint sing gyoke a (4) egyenletnek, amelynek nincs racionalis gyoke, ezért sin ¢ nem szer-
keszthets meg. Ez ellentmond annak a megallapitasunknak, hogy sin ¢ szerkeszthetd, feltéve, hogy a kivant haromszog
szerkeszthetd.

A feladat kérdésére tehat nemleges valaszt kaptunk.

Megjegyzés: A (4) egyenletet kielégits sinp-re a 0 < ¢ < % korlatozas mellett az (5) alatti masodik és harmadik

intervallum egyarant szoba johet, de a 2/3 és 1 kozti szinusz érték 41°-nal nagyobb szoget ad ¢-re. Az ebbdl nyerhetd
82°, 82°, 16° szOgl vagy még ,laposabb” haromszog nyilvanvaléan nem lehet megoldas. A feltételeknek egyetlen
haromszog felel meg: a sinp (1/6;1/3) intervallumbeli értékébsl adodoan a durvan 9° és 15° kozé esik, de a (4)-re
alkalmazott kozelité modszerekkel tetszleges pontossag elérhets.



