Az algebrai szamokroll

I. A hattér. Ismeretes a ,,Nagy Fermat?] tétel”, amely azt allitja, hogy ha n > 2 természetes szam, akkor az
" + y" = 2" egyenletnek csak trividlis megoldésa van. Ez a ,tétel” nem tétel, csak sejtés. Nagyon sok n-re mar
bizonyitott, és éllitélagﬁ az is igaz, hogy barmely n esetén csak véges sok lényegesen kiilonb6z6 megoldas lehetséges.
A tétel — vagy inkdbb sejtés — érdekessége abbol adodik, hogy Fermat allitasa szerint erre a tételre egy csodalatosan
egyszerd bizonyitast talalt. Ezt a bizonyitast sok kivald matematikus probalta mér rekonstrualni. A sikertelenségek
azt mutatjak, hogy Fermat minden bizonnyal tévedett.

Valésziniileg az volt az ut, amelyen Fermat elindult, amelyiken mi is el fogunk indulni.

Ha az el6bb tekintett n természetes szamot nem 2-nél nagyobbnak valasztjuk, akkor az n = 1 esetben egy trivialis
egyenlethez jutunk; mig n = 2 esetén az ugynevezett pitagoraszi szamharmasokkal allunk szemben. Itt az 2 +y? = 2°
egyenlet egész megoldasait keressiik. A megoldas szokasos menete a kdvetkezs:

Elegend§ arra az esetre szoritkozni, amikor az x, y, z, szdmok paronként relativ primek. Ekkor a kiindulé egyenletet
2? = 2% —y? = (24+y)(2—y) alakban irva az egyértelmt primtényezds felbontas alapjan kovetkeztethetiink a megoldésra.
(Nem pontosan igy torténik a vizsgalat, de lényegében igen.)

Mi torténik akkor, ha n > 2, mi okozza az eltérést? Szamokon nem tudjuk az anomélidt megmutatni, de polino-
mokon igen.

Tegyiik fel, hogy az f, g, h, polinomokra teljesiil az f" 4+ ¢" = h"™ Osszefiiggés, ahol n > 3. A bal oldali Gsszeg a
komplex szamok korében szorzattd bonthato:

"+ =(f+g9) - (f+eg)-(f+%9) ..

ahol ¢ egy megfelels n-edik egységgyok.

Ha azt az esetet nézziik, amikor a szerepl6 polinomok paronként relativ primek, akkor a jobb oldali szorzat csak
gy lehet teljes n-edik hatvany, ha minden egyes tényez6 az. Mivel a jobb oldalon legalabb harom tényezs szerepel,
ezért a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

fHg=u"
f+eg=20"
f+eig=uw",

ahol w,v,w polinomok. A fenti egyenletek bal oldalan az f és g polinomok kikiiszobolhetsk, és ezaltal egy uf +v7 = w?
alaka egyenlethez jutunk (itt w; az u-nak, v; a v-nek és w; a w-nek szamszorosa). Ezek a polinomok az eredetieknél
alacsonyabb fokaak; ami ellentmondéshoz vezet, ha feltessziik, hogy a lehet& legalacsonyabbfoki megoldast valasztjuk.
Itt egy csomd kellemetlen dolog 1ép fel. Mindenesetre sokkal bévebb szamkorben kell dolgoznunk és fel kell hasz-
nalnunk az egyértelmd ,primtényezds” felbontast (illetve amit ez a b6vebb szamkorben jelent).
Ezt az utat fogjuk hat végigjarni (azaz dehogy végigjarni, csak elkezdeni): b6vebb szamkoroket vizsgalunk, és
megnézziik igaz-e benniik az egyértelmd primtényezds felbontas.

II. Az egyértelmii faktorizacié. Ahhoz, hogy egy szamkorben ,,ugyanolyan” aritmetikit tudjunk hasznalni, mint
az egész szamok korében, arra van sziikség, hogy e szamkorben elvégezhessiik a sziikséges mitiveleteket.

Definicié: szdmok egy (nem tres) R halmazdt szamgytrinek nevezzik, ha bdarmely két R-beli szammal egyiitt
azok osszege, kiilonbsége és szorzata is R-beli szam. Ha eqy K szamgyiri barmely két elemének hdnyadosa is K-beli,
akkor szamtestrdl beszélink. (0-val természetesen nem lehet osztani.)

Feladatunk tehat egy szamgytrtben vizsgalni az egyértelmid primtényezds felbontas lehetGségét. Ez azonban nem
targyalhato olyan magétol értet6d6 modon, mint a természetes szadmok korében, és ezért sziikség van arra, hogy néhény
fogalmat pontosan definialjunk.

Definicié: Azt mondjuk, hogy az R-beli a elem osztdja az R-beli b elemnek (illetve b t6bbszorése a-nak), ha
létezik olyan R-beli c elem, amelyre b = a - c. (Az oszthatdsdg rendelkezik az egész szdmok korében mdr jol ismert
tulajdonsdgokkal.)

Egy R szamgyird valamely € elemét egységnek nevezziik, ha minden R-beli elemnek osztdja. — Ezzel ekvivalens
az a definicio, hogy € osztdja 1-nek. (Az egész szamok kirében két egység van, a +1 ésa —1.)

Az R szdmgytrd egy p egységtdl kilonbozd elemét felbonthatatlannak (irreducibilisnek) nevezzik, ha p = q -t esetén
(q,t € R) q és t valamelyike biztosan egység.

Az R szamgytrd p és q elemeit asszocialtaknak nevezzik, ha mindegyik osztéja a mdsiknak. — Ezzel ekvivalens
az a definicid, hogy mindegyik a mdsik egységszerese.

!Ennek a cikknek a megértéséhez sziikségesek: A komplex szamokra vonatkozo6 elemi ismeretek, az egyértelmii primtényezds felbontés
az egész szdmok korében, az egyismeretlenes magasabbfoki egyenletek egész és racionalis gyOkeinek a meghatarozasi modszere.

?Pierre FERMAT francia matematikus (1601-1665)

3 allitolag” az azt jelenti, hogy akik a bizonyitast atnézték és megértették, eddig még nem talaltak benne hibat. Gondoljuk meg, hogy
egy olyan bizonyitas megértése és ellendrzése, amely tobb szdz vagy ezer oldalra rug, nem kis feladat!



Eszrevehetjiik, hogy a primszam elnevezés helyett a felbonthatatlan szot hasznaltuk. A felbonthatatlansag ugyanis
a primszamok egy igen jellemzé tulajdonsaga. Emellett van egy mésik fontos tulajdonsig, amely végsé soron lehetGvé
teszi az egyértelmii faktorizacio (lasd a definicidt) bizonyitasat.

Definicié: Az R szdmgyird egy p eleme rendelekezik a primtulajdonsaggal, ha birmely R-beli a és b elemekre
p csak akkor osztdja az ab szorzatnak, ha e szorzat valamelyik tényezdjének is osztdja.

Konnyen belathato , hogy a 0 is és minden egység is primtulajdonsagi. Azt sem nehéz megmutatni, hogy ezenkiviil
csak a felbonthatatlan elemek rendelkezhetnek a primtulajdonsaggal. Az is igaz, hogy ha egy R szamgytiriiben érvényes
az egyértelmd faktorizacio, akkor a felbonthatatlan elemek mindegyike primtulajdonségi.

Most még azt is definidljuk, hogy mit értiink egyértelmi faktorizacion.

Definicio: Az R-beli szdm egy faktorizdicidjin eqy a = p1 - ... p, felbontdst értink, ahol p1,...,p. R-beli
irreducibilis elemek.

Az a elem egqy a = q1 - ... qs faktorizdcidjat az elobbivel ekvivalensnek nevezziik, ha s = r, és ez utobbiban
a tényezdket ugy tudjuk sorba rakni, hogy a kapott és az elébbi felbontdasban az ugyanannyiadik helyen dllo tényezdk
egymdsnak asszocidltjai. (Pl. 6 =2-3 és 6 = (—3) - (—2) esetén ez utdbbi szorzatban felcseréljiik a tényezdket.)

Az R gyiridben érvényes az egyértelmi faktorizdcid, ha bdrmely 0-tdl és egységektdl kilonbézd elemének van
faktorizdcidja és barmely két faktorizdcioja ekvivalens.

ITI. Szamgyirik egyértelmi faktorizacié nélkiil. Tudjuk, hogy az egész szamok gytrtjében érvényes az
egyértelmi faktorizacio. ElGszor Gausd] mutatott ra arra, hogy ez a tétel bizonyitasra szorul, és 6 maga tobb bizonyitast
is adott ra. Ezzel a tétellel — legalabb is az egész szdmok korében — az a probléma, hogy nem latjuk, hogy ,miért ne volna
igaz”. A legismertebb és legegyszertibb ellenpélda erre a paros szamok gytrije. Itt ugyanis a 2, 6, 10 és 30 mindegyike
felbonthatatlan (nem irhatoak fel paros szamok szorzataként!), és igy a 60 = 2 - 30 = 6 - 10 felbontéasok faktorizaciok,
de nem ekvivalensek. Sajnos azonban ez a példa bizonyos értelemben csalds. Az egyértelmi faktorizéciobol ugyanis
valamiképpen kovetkezik az, hogy a szamgytriben benne kell lennie az 1-nek. Ha ilyen példat is akarunk taldlni,
akkor mar nehezebb dolgunk van. Ennek el6késziileteként elGszor egy olyan gytrit vesziink, amelyikben érvényes az
egyértelmi faktorizacio.

Jelolje G az a + bi alakt — Ggynevezett Gauss egészek — gytirtjét, ahol a,b € Z (vagyis egész szamok) és i = v/—1.
Ebben a gytrtiben elvégezhets a maradékos osztas. Persze itt a maradék nem csokkenhet, hanem a maradék ,norméa”-ja
csokken. Az o = a + bi norméaja a N(a) = a® + b2

Ha a-t a pozitiv n egész szdmmal akarjuk maradékosan osztani, akkor elosztjuk el6szor a-t és b-t gy, hogy a
maradék negativ is lehet, de ne legyen nagyobb mint n/2; a = c¢-n+p és b =d-n+q, ahol |p|,|q| < n/2. Ekkor
ay=c+diés o=p+ qi Gauss egészekre o = 7 -n + 0 és N(o) = p* +¢* <n?/4+n?/4 <n® = N(n). Ha a-t a
0-t6l kiilonboz6 u + vi = f-val akarjuk maradékosan osztani, akkor tekintjikk a f = u — vi Gauss egészet, amelyre
BB =N(p),és - Bt osztjuk el N(B)-val: a- 5 =~ - N(B3) + 01. Kénnyen belathato, hogy o1 felirhaté o - 3 alakban,
ahol N(p) < N(B); és fennall az a = - 8 + o Osszefiigges.

Tekintsiik most az a + 2bi alakt Gauss egészeket, ahol a,b € Z. Ezek kozott ott van az 1, és mégisa 4 =2-2 =
(2i) - (—2i) felbontasok nem ekvivalens faktorizaciok. Ugyanis a jobb oldali 2¢ a bal oldalon felleps egyik tényezdvel
sem asszocialt, mert hanyadosuk ¢ nem eleme a széban forgd gytrtinek. No persze ebbsl mindenki lathatja, hogy ismét
csaltunk, mert ,kidobtunk” egy szamot, amelyiknek ,bent kellett volna lennie”.

Nézziink most egy masik szamgytrit, amelyikben szintén nem érvényes az egyértelmi faktorizacio. El6re elarul-
hatom, hogy itt is csalasrol van szo6; itt viszont nem olyan egyszeri észrevenni ezt.

Tekintsiik az a + bv/—3 alaki szamokat, ahol a,b € Z. Jeloljiik ezt a gyfirtit Z[\/—_3]—mal (ez azt jelenti, hogy ez
a legkisebb olyan gytrt, amely az egészeken kiviil a v/—3-t is tartalmazza). Az o = a + byv/—3 szam konjugaltjan
az @ = a — bv/—3 szamot értjiik, normajan pedig az N(a) = o - @ = a® + 3b* szamot. Kénnyen belathatok, hogy
ha a # 0, akkor norméja sem 0, szorzat norméja megegyezik a tényez6k norméjanak a szorzataval, és ha a osztdja
B-nak, akkor N () is osztoja N(B)-nak (de nem forditval). Ez azért hasznos, mert az oszthatosag csak ugy allhat fenn,
ha a normékra vonatkoz6 oszthatosag teljestil. Mivel a norméak természetes szamok, ezért eleve csak nagyon kevés
lehetdséget kell megvizsgalni, ha egy szam osztoit keressiik. Igy megallapithatjuk, hogy a fenti gytrtben 2, 1 + /-3
és 1 — /=3 mind felbonthatatlanok; és 2 -2 = (1 + v/—=3) - (1 — v/—3) kovetkeztében itt sem érvényes az egyértelmi
faktorizacié. Pedig egyaltaldaban nem lathato, hogy valamit is kihagytunk volna!

A kihagyott” szamok megkereséséhez az az eljards adja meg a kulcsot, amelynek a segitségével megallapithatjuk,
hogy egy egész egyiitthatos polinomnak mely egész vagy racionalis szamok lehetnek a gyokei. Itt ugyanis semmi méas
nincs felhasznélva, csak az, hogy az egész szamok korében érvényes az egyértelmi faktorizacio.

Mindenekel6tt a szoéban forgdé R szamgylirihoz egy olyan szamtestet is kell taldlni, amelyhez hasonlé kapcsolat
flizi, mint az egész szdmokat a raciondlisakhoz; amelyek éppen az egész szadmok hényadosai.

Definicié: Az R szdmgyird hanyadostestének nevezziik azt a szamtestet, amely az R-beli szamok hdnyadosaibdl

dll.

4Carl Friedrich GAUSS német matematikus (1777-1855).
5 Azt, hogy ez valoban szamtest, mindenki kénnyen bebizonyithatja maganak.




Sziikségiink van bizonyos speciélis polinomokra, amelyeknek kiilon neviik is van: Az R-beli egyiitthatos polinomot
normaltnak nevezziik, ha legmagasabbfoka tagjanak az egyiitthatédja 1.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az R szdmgyidriben érvényes az egqyértelmi faktorizdcid, és legyen K az R hdnyadosteste.
Ekkor minden olyan K-beli szam, amely egy R-beli normdlt polinomnak a gydke, maga is R-ben van.

Bizonyitas: Legyen f(z) = 2" + an_12" "1 + ... 4 a1z + ag a szoban forgd polinom; és legyen p/q ennek gyoke.
p,q € R, és feltehets, hogy ezek relativ primek. Behelyettesitve és ¢""-nel végigszorozva a

P+ an—1p" g+ ...+ a1pg" Tt + apg" =0

egyenldséghez jutunk. Itt az elsé tag utan mindegyik tag oszthatd g-val, ezért az elsé tag is oszthatoé vele. Legyen ¢ a
g-nak egy felbonthatatlan tényezGje, ekkor t is osztoja az els6 tagnak, p"-nek. Mivel ¢ primtulajdonsagu, ezért p-nek
is osztoja, amibél az kovetkezik, hogy ¢ kozos osztoja p-nek és g-nak. Mivel e két szam relativ prim, ezért ilyen ¢ nem
létezhet, vagyis ¢ csak egység lehet. Mivel egy egység minden R-beli szamnak osztdja, ezért valoban p/q € R. O

2 _ 2 4 1 polinomot, amely nyilvan normalt és egyiitthatéi a Z[v/—3] (s6t a Z) szamgytribsl

+v-3

1
valdak. E polinomnak gyoke az T szam, amely eleme a Z[v/—3] szamgytrd hanyadostestének, de nem eleme

Tekintsiik most az x

a Z[v/—3] szamgyiiriinek. Eppen ezért ebben a szamgytiriiben nem is lehet érvényes az egyértelmt faktorizacio. Ha

1++v-3 14++v-3

viszont a Z [7} szamgyrit nézziik, amelynek elemei az a+b- alaku szamok (ahol a, b € Z), akkor mar

bizonyithatd, hogy ebben a szamgytriiben igaz az egyértelmi faktorizacio. Miel6tt a kdvetkezs ellenpéldara ratérnénk,
megfogalmazzuk, hogy milyen szamgytrikben célszerd az egyértelmd faktorizaciét vizsgélni.

IV. Algebrai szamok és algebrai egészek. A fenti példdkban mindig olyan szdmokat vizsgaltunk, amelyek
egy egész egylitthatos — nem azonosan 0 — polinom gydkei voltak. Az ilyen szamokat algebrai szamoknak nevezziik.
Azoknak a szamgytrtiknek az elemei, amelyekben a fenti tétel igaz ,lehet”, mind egy normélt egész egyiitthatos polinom
gyokei.

Egy normalt egészegyiitthatés polinom gyokeit algebrai egészeknek nevezziik.

Bizonyithat6 a kovetkezs

Tétel: az dsszes algebrai szamok egy szamtestet, az dsszes algebrai egészek eqy szamgyirit alkotnak.

A fenti példakban csak ,nagyon kicsi” szamgytriket néztiink. Azt, hogy nagyon kicsi, pontosan meg is fogalmazzuk:

Létezik véges sok olyan algebrai szam, hogy a szereplé R szdmgytrd a legkisebb olyan szamgytrd, amelyik Z-t és
az adott véges sok algebrai szdmot tartalmazza. Az ilyen szamgytrtket a Z véges bdvitéseinek nevezziik.

A Z egy véges R bivitését integralisan zartnak mondjuk, ha minden eleme algebrai egész és tartalmazza a
hényadostestében levs Osszes algebrai egészetﬁ Mint lattuk, a Z egy véges algebrai bévitésében csak akkor lehet igaz
az egyértelmi faktorizacio, ha az integralisan zért [l

Nézziik most az R = Z[v/—5] gytirit, amelynek elemei tehat az a + byv/—5 alakt szamok (a, b € Z). Be lehet bizo-
nyitani, hogy ez a gytrd integralisan zart. Itt is definidlhatd a norma, amelynek segitségével kbnnyen megmutathato,
hogy 2, 3, 1 ++/—5, 1 —+/—5 mind felbonthatatlanok. Igy a 2-3 = (1 + v/—=5) - (1 — v/=5) egyenl6ség azt mutatja,
hogy itt ,kijavithatatlanul” nem igaz az egyértelmi faktorizacio.

V. Egy kisérlet az egyértelmii faktorizaci6é potlasara. Az egyértelmii faktorizacional az egyértelmiiség bizo-
nyitasa azon milik, hogy minden felbonthatatlan elem rendelkezik a primtulajdonsaggal. A maradékos osztés, vagy
annak fent targyalt valtozatai azt biztositjak, hogy a legnagyobb k6z6s osztd létezik, és specialis alakban adhat6 meg.
Mint azonnal latni fogjuk, ez biztositja, hogy minden felbonthatatlan elem rendelkezik a primtulajdonsaggal.

Tétel: Ha az R szamgyird bdrmely adott o és B eleméhez léteznek e szamgytriben olyan & és n elemek, amelyekre
0 = a& + Bn mindkét adott elemnek osztdja, akkor R-ben minden irreducibilis elem primtulajdonsdgd

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy R egy 7 felbonthatatlan eleme osztoja az R-beli « és 8 elemek szorzatanak. Feltétel
szerint az « és 7 elemeknek van egy & = o€ + 7 alaka kozos osztoja. Mivel 7 felbonthatatlan, ezért § vagy asszocialt
hozza, vagy egy egység (miért?). Az els6 esetben az oszthatosag elemi tulajdonsagaibol azonnal kovetkezik, hogy 7 | «.
A masodik esetben alkalmas egységgel szorozva elérhetd, hogy d helyett 1 alljon, amikor is a felirt egyenlGséget 5-val
szorozva a 3 = (af)¢ + m(nB) egyenlséghez jutunk. A feltételezett oszthatosag miatt a jobb oldali két tag mindegyike
oszthato m-vel, és ezért 7 | 8. O

Az el6z6 tételben adott feliras alapjan a § szam R-beli tobbszorosei
0¢ = a(&Q) + B(n¢) alakuak, ahol ¢ az R elemein fut végig. A § szamot — asszocialtaktol eltekintve — egyértelm-
en meghatarozzak a tobbszordsei. Az asszocidltsag viszont nem okoz gondot, s6t az oszthatosagnél az asszocidltak

6 A definiciéban nem kdvetelik meg azt, hogy minden elem algebrai egész legyen, mi csak azért tessziik hozza, hogy ne kelljen erre egy
kiilon elnevezést haszndlni.

7 Valojaban nem egészen ezt lattuk, de amit belattunk, az érezhetGen kozel all ehhez a megfogalmazashoz; viszont a bizonyitas elég
hosszadalmas volna.

8 Nem mindig beszélhetiink arrol, hogy valamelyik oszt6 a ,Jegnagyobb”. Altalaban ezen egy olyan kozos osztot értiink, amely minden
kozbs osztonak tébbszdrdse.

9Belathato, hogy § az adott két elem barmely kozds osztojanak tébbszorose.



segyenjogiak”. Eppen ezért a ¢ szamot meghatarozza az of + 1 alaku elemek halmaza, ahol ¢ és 17 az R elemein fut
végig.

Teljesen hasonldan jarhatunk el akkor, ha tobb szam legnagyobb kozos osztdjat akarjuk leirni. Ha 6 az aq, ..., q, €
R szamok legnagyobb k6z0s osztdja, akkor § tobbszorosei éppen az a1éy +. . .+ o€, alakd szdmok halmazéanak elemei,
ahol &1,...,&,. az R elemein futnak végig.

Ez a kép vezette Kummert™ ahhoz a gondolathoz, hogy ,hidnyz6” legnagyobb kozos 0szto esetén a fenti halmazokat
vizsgalja. Az a1&1 + ... + & alaka szamok halmaza, ahol £1,...,&, az R elemein futnak végig, azzal a jellemzd
tulajdonsaggal rendelkezik, hogy e halmaz barmely két elemének a kiilonbsége is e halmazba esik, és ha egy halmazbeli
elemet egy tetsz6leges R-beli elemmel szorzunk, akkor ismét a tekintett halmaz egy elemét kapjuk.

Definicié: Az R gydrd egy A — nem tres — részhalmazdt idealnak nevezzik, ha

(1) o, 8 € A esetén o — B € A, és

(2) o € A és £ € R esetén af € A.

Ha A a legkisebb olyan idedl, amely az aq, ..., a, szdmokat tartalmazza, akkor azt mondjuk, hogy A az aq, ...,
szdmok generdlta idedl, és ebben az esetben az A = (o, ..., «,) jelélést haszndljuk.

Véges sok szdm generdlta idedl neve végesen generalt ideal, az egy elem generdlta idedlt pedig f6idealnak
nevezzik.

Koénnyen belathato, hogy az (a1, ..., «,) ideal elemei pontosan az a1 &1 + ... + @&, alakd szamok.

Az idedl elnevezés onnét szarmazik, hogy a ,nemlétez&” legnagyobb kozos osztokat probaltdk helyettesiteni e hal-
mazokkal. Igy egy ,nemlétezs” idealis szamot” kaptak; és ebb6l maradt meg az ideal elnevezés.

Hasonl6 dolog tapasztalhato a projektiv geometridban, ahol a ,yvégtelen tavoli pont” helyett az idealis pont elnevezés
hasznalatos. Ez valdjaban egy irdny, amely a ,yvégtelen tavoli pontra mutat”. Ebben is fenndll az analégia, az ideal arra
a szamra ,mutat”, amelyik generdlja 6t; e szdm nincs benne, de ha létezne ilyen szdm, akkor az ideal éppen ennek a
tobbszoroseibdl allna.

Ha egy olyan szamgytriit nézlink, amelyben nem érvényes az egyértelmd faktorizacio (de Z-nek véges bovité-
se), akkor mindig talalhato benne olyan ideal, amelyik nem f6ideal. Egy ilyennek a megadésa ekvivalens egy olyan
felbontassal, ahol az egyértelmiiség nem teljesiil. Igy példaul Z[v/—5]-ben a (2, 1 + +/=5) ideal nem féideal.

Ahhoz, hogy ez a fogalom egy j6 altaldnositéas, azt kellene tudnunk, hogy az ,jideélis szdmokra” vagyis az idedlokra
érvényes-e az egyértelmii faktorizaci6. Persze ehhez meg sziikség van az ideédlok szorzatara, de ezt gy kell definialni,
hogy ha az ideélok f6ideélok, akkor a szorzat pontosan a generatorelemek szorzata altal generalt f6idealt adja ((«)-(8) =
(af) legyen); vagyis a szorzat a szamok szorzatat altalanositsa. A kézenfekvs az volna, ha az A - B idealszorzat az o8
alaki elemek halmaza lenne, de sajnos ez altalaban nem egy ideal.

Definicio: Az A és B idedlok A - B szorzatin a Zazﬂi alaki véges dsszegek halmazdt értjik, ahol az o; és B;
egymdstol fiiggetleniil megfelelden az A és a B idedl elemein futnak végig.

Ko6nnyen be lehet latni, hogy ez a definicié a fent megfogalmazott mindkét kovetelménynek eleget tesz.

Az R szamgytrtiben van két specialis ideél, a 0 generalta O ideal (amelynek egyetlen eleme a 0) és az 1 generalta
idedl, amely maga az R szamgytri. Ezekre barmely A ideél esetén érvényes a O - A = O és R+ A = A Osszefiiggeés.
Ezt a két idealt trivialis idealoknak is szoktak nevezni, az Gsszes tobbi ideal neve valédi ideal.

Ha az A ideal felbonthato a B és C valodi idealok szorzatara: A = B - C, akkor A-t felbonthaté idealnak
nevezziikk. A tobbi valddi ideal neve felbonthatatlan ideal.

Nos, ha méar ennyire elbonyolitottuk a szamfogalmat, akkor j6 volna tudni, hogy ezekre érvényes-e az egyértelmd
faktorizacié. A definicidhoz két dolog sziikséges:

1. Ha az R szamgytrd minden A valddi idedlja felirhato felbonthatatlan idedlok A = Py ... P, szorzataként,
akkor azt mondjuk, hogy R-ben érvényes a faktorizacio.

2. Ha R-ben érvényes a faktorizacié, és barmely A valodi idealt kétféleképpen felirva felbonthatatlan idealok
szorzatara, csupan a tényezSk sorrendje kiilonbozik, akkor azt mondjuk, hogy R-ben érvényes az egyértelmi
faktorizacio.

Tétel: Ha R a Z véges bévitése és integralisan zdart, akkor R idedljaira érvényes az egyértelmi faktorizdcio.

Ennek a tételnek a bizonyitasa mar egyaltalaban nem konnyt, és sok elGismeretet is igényel.

Gondoljuk most meg, hogy mit jelent ez az eredeti egyértelmii faktorizaciéra nézve. Mivel egy-egy szamot éppen egy
foidedl helyettesithet, ezért pontosan azokban a szamgytrikben igaz az egyértelmi faktorizacio, amelyekben minden
idedl féideal. Eleve azonban még azt sem tudjuk, hogy az idedlokat véges sok szam generalja-e.

Nos, a kovetkez6ket nem tulsdgosan bonyolult algebrai eszkozokkel be lehet latni. A széban forgd R gytrik K
hanyadostestében mindig talalhaté egy olyan « algebrai szam, hogy K a legkisebb olyan test, amely a-t tartalmazza.
Ehhez az « szdmhoz mindig talalhaté olyan minimélis foku egész egyiitthatés polinom, amelynek a gyoke. E polinom
foka egyértelmiien meghatarozott; ha ez n, az R gytrd minden idealja generdlhaté n elemmel.

Ha még mélyebbre megyiink, akkor azt is kimutathatjuk, hogy az n-t6l és R-t6l fiiggetleniil minden ideal generalhato
két elemmel.

10Frnst Eduard KUMMER német matematikus 1810-1893.



Tessék meggondolni, milyen kevés hianyzik ahhoz, hogy érvényes legyen az egyértelmii faktorizacio! Persze, ezt a
helyzetet ugy is értelmezhetjiik, hogy ,.a végtelen sokkal koézelebb van a 2-hoz, mint 2 az 1-hez”. Az értelmezés egyéni
érzések kérdése.

VI. Megtalaljuk a hiadnyzé legnagyobb k6z6s osztdét. Vajon hany olyan idedl van az R szamgytriben,
amelyik nem f6ideal? Igy ez a kérdés rosszul van fogalmazva. Hiszen, ha (a, ) nem fsideal, akkor R tetszSleges
elemét véve (ay, fv) sem f6idedl és viszont. Az ilyen kapcsolatban allo idedlokat tehat egyiitt érdemes vizsgalni.

Az R szamgytri (aq, 81) és (aq, B2) idedljait egy idealosztalyba soroljuk, ha léteznek olyan 71,v2 € R szamok,
amelyekre (a171, f171) = (@272, B272)-

A hianyz6 legnagyobb kozos osztok szamat tehat az idedlosztalyok h szama adja meg. Nos, az erre vonatkozd mély
és igen szép eredmény szerint h mindig véges.

Jeloljiik az A-t tartalmazo idealosztalyt [A]-val. Konnyen belathato, hogy az idealok szorzata atvihets az ideal-
osztéalyokra az [A] - [B] = [A - B] definicioval. Az is vilagos, hogy a fgidedlok mind egyetlen osztalyba tartoznak (és
ebben az osztalyban csak f6ideal lehet). Ez az osztaly az [(1)] = [R] osztaly. Ugyancsak nyilvanvalo az [R] - [A] = [A]
Osszefiigges is.

h végességének a bizonyitasanal fontos szerepet jatszanak az dgynevezett tortidealok. Ezek o1& + ... + .,
alaki szdmhalmazok, ahol a &, ..., & szdmok ugyan az R gy(lribdl valéak, de az aq, ..., a, szamok nem feltétleniil a
R gytriibdl, hanem ennek a K hanyadostestébdl. Az idedlosztalyokat a tortidedlokra is értelmezhetjiik, és meg lehet
mutatni, hogy az idedlosztalyok szama itt is ugyanaz a h szam, mint az R gytrinél. Amit itt nyeriink, az az, hogy a
tortidedlokra be lehet vezetni az osztast, és az idedlosztalyok erre, valamint a szorzasra nézve tgynevezett csoportot
alkotnak. A csoport definiciéja most nem lényeges, csak az a tétel, hogy egy véges csoportban minden elemnek van
olyan hatvanya, amelyik az egységelem. Mas sz6val minden ideal h-adik hatvanya egy f6ideal.

Nézziik tehat az (a, 8) ideal h-adik hatvanyat. Ez egy (9) f6ideal. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az («, 8)
ideal megegyezik a (%) fsidedllal. Persze V/§ altaldban nincs benne az R szamgytriben. Mégis V/6-nak az R-be
es6 tobbszorosel éppen az (a, 8) ideal elemei. Itt ,csak” az a probléma, hogy mit értiink a /6 t6bbszérdsein. Erre is
egészen egyszerid a valasz: algebrai egész-szereseket.

Neézziik meg hat végezetiil a Z[v/—5] szamgytrtbeli (2, 14 v/—5) idealt. Higyjiik el, hogy ebben a gytirtiben az
idealosztalyok szama h = 2. Ezért a fenti ideal négyzetét kell nézni, amelyrdl kimutathatd (egyaltalan nem konnyen),
hogy a 2 generalta f6ideal. Ez azt jelenti, hogy a fenti két szam legnagyobb kozos osztoja a \/5, ami persze nincs
a vizsgalt gytdriben. Tegylik most fel, hogy § osztoja az idedl mindkét generatordnak. Ekkor persze osztoja a két
generatorelem 1—+/—5 = 2—(1++/=5) kiilonbségének is. Ezért 6% oszt6ja mind 2-2 = 4-nek, mind (14++v/—5)(1—/=5) =
6-nak. Ekkor viszont osztoja ezek kiilonbségének, ami 2. Ez azt jelenti, hogy ha § osztéja 2-nek is és (14 v/—5)-nek is
(az Osszes algebrai egész gytirtjében), akkor 62 osztoja 2-nek, azaz & osztoja V/2-nek. V2 persze algebrai egész, mert
az x> — 2 polinom gydke. Ahhoz, hogy v/2 valéban a legnagyobb kozds oszt6, azt kell mar csak belatni, hogy a két
adott szam mindegyikének osztoja. 2/v2 = V2 miatt 2-nek osztoja. Nézziik az a = (1 + v/—5)/V/2 szamot. Mivel
o = =24+ /=5, ezért a gyoke az (z° 4 2)% + 5 egész egyiitthatés normalt polinomnak, igy valoban algebrai egész.

Ez az eljaras azt sugallja, hogy az Gsszes algebrai egész gytrijében érvényes az egyértelmi faktorizacié. Legalabbis,
mintha a fenti eljaras biztositané az egyértelmiiséget. Nos, ez a masodik allitas lényegében igaz is. Az viszont mar nem
igaz, hogy van faktorizacié. Ennek az az oka, hogy nincs is felbonthatatlan elem. Ha ugyanis « tetsz6leges (nem-egység)
algebrai egész, akkor azonnal lathato, hogy a négyzetgyoke is (nem-egység) algebrai egész, és az o = /o - Vo feliras
mutatja, hogy a nem felbonthatatlan.

Annyit azért be lehet bizonyitani, hogy ha egy algebrai egésznek van két szorzat elGallitasa, akkor a tényezdket
gy lehet tovabb bontani, hogy a végén két, lényegében megegyezs elGallitast nyerjiink.

Fried Ervin

Megjegyzés. Bizonyara sokan tudnak a legijabb fejleményrsl: a vilagsajto hirill adta, hogy Andrew Wiles, a
cambridge-i Isaac Newton Institute 40 éves matematikusa bebizonyitotta a 300 éves Fermat-sejtést.

Szamitogép nem kellett a bizonyitashoz, viszont olyan matematikai eszkdzoket hasznal, mint: moduléris formulék,
elliptikus gorbék, Galois-elmélet. A szerzérdl és a korabbi bizonyitési kisérletekrdl kovetkezd szamunkban olvashatnak.
Egy bizonyos: Wiles nem kovethette Fermat eredeti gondolatmenetét, mert 1000 oldalas bizonyitasa nem férne el
egyetlen konyv marg6jan sem, mint Fermat allitolagos ,,csodalatosan egyszert” bizonyitasa.

Szerk.



