Algebrai kédelméletf]

El6szor csak a kodelméletet (nem feltétleniil algebrait) vizsgaljuk. Mi az, hogy kod?

Az elmélet a kovetkezd, az életben el6forduld realis probléméaboél szarmazik. Valamilyen informéciot szeretnénk
valamilyen csatorndn tovabbitani. Ez lehet egy telefonbeszélgetés, Morse jelek, vagy egy szamsorozat, amelyet a szé-
mitogépes halozaton kiildiink. Sajnos a csatorna, amelyen tovabbitunk, kis p > 0 valosziniiséggel ugyan, de hibazhat.
Képzeljiik el, hogy egy nagyon hosszi 0—1 sorozatot kiildtiink, ilyenkor el6fordul, hogy mi ugyan egy helyen 0-t to-
vabbitottunk, de helyette 1-est vettek. Ez sokszor komoly karokat okoz. A kdédelmélet olyan modszereket igyekszik
kidolgozni, amellyekkel a hiba csokkenthetd.

Egy specialis, de talan fontosabb tipusa a kdédoknak a kévetkezs: a nagyon hosszu {izeneteket felbontjuk egyenld,
mondjuk % hossztusagu részekre

A szamitogépek specidlisan az un. ASCII koédokat hasznaljak. Ez 8 hosszisagu 0-1 sorozatokat hoz létre, és ez
osszesen 28 = 256 lehetGséget ad. Koziiliik az els6 a 0, 0, ..., 0, az utols6 a csupa 1-esbél 4ll6 2-es szamrendszerbeli
szam. Ez a felosztas 0-t6l 255-ig minden természetes szamot elGallit. Tekintsiink egy ilyen természetes szamot, és
rendeljiink hozza egy jelet a szamitogépen, ezek kozott szerepelni fognak az abécé kis- és nagy betti és sok minden
méas. Az ASCII kod a hozzarendelésnek amerikai szabvany szerinti, az egész vilagon elterjedt modja. Az ASCIT kod
hasznalata a kovetkez6t jelenti: pl. irunk egy hosszd, mondjuk 5 oldalas levelet,majd azt a hossza 0-1 sorozatot, ami a
mi informéacionkat tartalmazza, k = 8 hosszusagu részekre osztjuk, s igy tovabbitjuk. A szamitégépen az a 8 hosszusagu
sorozat érkezik meg 4altaldban, amit tovabbitottunk, mar csak azért is, mert a beirads és kibocsatas helye kdzel van
egymashoz. Nem biztos, hogy ez igy lenne ez akkor is, ha pl. Uj-Zélandba kiildenénk jeleket.

Ezért a kovetkez6 otletet alkalmazzak: Minden k hosszisagu sorozat helyett vesznek egy n > k hossztisaga sorozatot,.
Osszesen van 2% darab k hosszisagn és 2" darab n hosszisagu sorozat.

Ez utobbibol alkalmasan kivalasztunk 2 darabot. Szeretnénk ezt olyan iigyesen megtenni, hogy észrevegyiik,
hogyha hiba tortént az n hosszisagu sorozatban (egy-két 0-bol 1-es lett, vagy forditva) és meg tudjuk mondani, hogy
melyik sorozatot akarték kiildeni a kivalasztott 2% sorozat kouiil.

Ezt alkalmazzuk akkor is, amikor sajtohibat vesziink észre. Konnyen felismerhetjiik, hogy milyen hibat kovettek
el. Hogyan? Vesziink egy szét, ami kozel van a hibas széhoz, és feltételezziik, hogy azt akartak irni. Fogalmazzuk meg
pontosan ezt a kozel levést:

Legyen () egy véges abécé. Tekintsiik azokat n hossztisdgu a1, ag, ..., a, sorozatokat, amelyeknek minden eleme
Q-bol valo. Majd vegyiik a Q™ halmazt, az 6sszes olyan n hosszisagu sorozatot, amelynek elemei a QQ-bol valok.
Definici6:

Q" ={(a1,a2,...,an) | a; € Q}

E halmaz elemeit nevezziik szavaknak. Osszesen ¢ sz6 van, ahol a ¢ a Q elemszama.
Definialjuk két sz tavolsagat. Legyen x, y € Q™, x = (a1, a9,...,an), y = (81, P2, ..., 0n) A tavolsaguk jelentse
azt, hogy hany helyen kiilonb6znek.
Definicié:
dz,y) =il s # 8 1<i<n}

Ezen halmaz elemszama lesz az x, y tdvolsdga.

Két sz6 tehat akkor van kozel egymashoz, ha kevés helyen kiilonbozik. Kérdés, hogy ezt milyen jogon hivom
tavolsdgnak? Azért, mert olyan tulajdonsigai vannak, mint a térbeli tavolsagnak.

A térbeli tavolsag (amely mindig egy nem negativ valos szam), a kovetkezs 3 alapvets tulajdonsaggal rendelkezik:

(1) d(z,y) €R, ésd(z,y) =0 d(z,y) =0 <=z =y.
(2) d(z,y) =d(y,x) (szimmetrikus).
(3) d(x,z) <d(z,y) +d(y,z) (érvényes ra a haromszog-egyenlGtlenség).

Az ilyen tulajdonsagi halmazokat metrikus térnek nevezziik. Ilyen a kdzonséges tér is.

Tovabbi példa metrikus térre: vegyilink egy Osszefiigglé nem iranyitott grafot. Legyen d(z,y) a legrovidebb z-et
y-nal 0sszekots Ut hossza.

Feladat. Miért metrikus tér ez? (Itt és Q"-ben is, a tavolsdg mindig nem negativ egész szam volt.)

A szavak kozti tavolsagot Hamming-tdvolsignak nevezik.

Most foglalkozzunk egy kicsit precizebben azzal, hogy milyen kédot akarunk csinalni.

Q"-nek egy részhalmazat nevezziik kodnak.

L Az Ifjusagi Matematikai Kordn elhangzott el6adas alapjan



Definicio6:
cCcQ".

Jeloljiik két C-beli kiilonb6zs elem tavolsaganak minimumét d-vel.
Definici6:
d = mind(z,y) ahol z,y €C és x #y.

Tegyiik fel, hogy d paratlan d = 2e 4+ 1. Ha veszek egy n hosszisagt C-beli szot, amelynek elemei a Q-bol valok,
és elrontom néhény, de legfeljebb e helyen, akkor még rekonstruédlni tudom, hogy mi volt az eredeti sz6.
Mas szoval, definiadljuk ebben a ,geometridban”, amit most csindltunk, a gémb fogalmat.
Definicio:
S(CL‘,@) = {y7 yeqQ" | d({E,y) <e TE Qn}

az x koriili e sugarta gémb.
(Ha ugy tetszik, ez egy zart gbmb, de ha ugy tetszik nyilt.) Ebben a gémbben persze z is benne van, a tavolsag
definiciéja szerint.
Tehéat, ha a C' kod minimalis tavolsaga 2e + 1, akkor ha az S(z, e) gombok egyesitését vessziik, ahol az z végig fut
a C kod elemein, akkor
S(xl,e)ﬂS(IQ,e):Q), ha .TE17£:E2,

azaz a kédszavak koriili e sugari gombok paronként diszjunktak.

Ha kapok egy szét, és tudom, hogy valaki valamelyik kodszoét akarta kiildeni, akkor, ha a hibak szama kisebb vagy
egyenld e-nél, akkor ez a sz6 valamelyik egyértelmien meghatarozott gombben van, s akkor azt mondom, hogy annak
a kozéppontjaban 1év6 kédszot akarta kiildeni. Ha egyik gémbben sincs benne, akkor egyrészt biztos, hogy e-nél tobb
hiba tortént, masrészt nem sokat tudok mondani.

Két dolgot szeretnénk elérni:

1) az e minél nagyobb legyen, vagyis d is, azaz minél t6bb hibat javitson ki a kod,

2) minél hatékonyabb legyen, vagyis minél t6bb eleme legyen: |C| nagy legyen.

E két dolog nyilvanvaléan ellentmond egymaéasnak. Sok pont koriili nagy sugari gomboknek mar biztos van nem
ires metszete.

Erdekes feladat hatékony kodokat csinalni, olyanokat, amelyeknek sok eleme van és sok hibat javitanak ki. Ehhez
célszertd, ha a ) elemeinek van valamilyen struktaraja. Ha @ csak a 0-bol és az 1-b6l all, értelmezziink ra egy dsszeadast
és egy szorzast. Irjuk ezt tablazatba:

+01 <01
001 0[00
1110 101

Van egy kivonés is, ez az 0sszeadasbol szadrmazik, és van egy osztés is. Ezekre a mtveleteknél szokasos szabalyok
érvényesek, pl. (a + b)c = (ac + bc) stb., azaz agy viselkednek, mint a valés szamok.

Ha egy halmazban értelmezve van egy Osszeadas és egy szorzas, ezekre ugyanolyan szabdlyok érvényesek mint a
valds szamokra, akkor ezt a halmazt testnek hivjuk.

Példdk testekre
R Q C

valés szamok raciondlis szdmok komplex szadmok

Az egész szamok nem alkotnak testet: az osztds nem végezhets el, azaz két egész szam hanyadosa nem mindig
létezik a halmazban. Ezeknek a testeknek végteleniil sok elemiik van. Persze van més test is: R és Q kozott csak ugy
hemzsegnek a testek.

Véges sok elemi testek

Tekintsiink egy tetszbleges p primszamot, és tekintsiik a 0, 1...p — 1 szamokat. Lehet értelmezni egy Gsszeadast
és egy szorzast kozottiikk. A probléma nemcsak az, hogy az eredmény nem lesz mindig a szamok kozott. Ezen azonban
konnyen tudunk segiteni: ha az eredmény nagyobb (p — 1)-nél, akkor elosztjuk p-vel, és a maradékot tekintjiik az
Osszeadas vagy szorzas eredményének.

Irjuk fel a miiveletek tablazatat p = 3-ra:

+/012 012
0[or2  0[000
1120 1012
2201 2021




Latjuk, hogy az l-es és a 0 a szorzasra ugy viselkedik, mint a szdmok koérében. Figyeljiink fel arra, hogy az
Osszeadasnél minden szam minden sorban és oszlopban pontosan egyszer fordul el§. A szorzasnal ez mér csak akkor
igaz, ha az els6 sort és oszlopot kitoroljik. Mivel a p-t tetsz6legesnek valaszthatjuk, és végtelen sok primszam van, igy
végtelen sok véges test létezik, ezeket jeloljiik F,-vel.

Kérdés, nincs-e més véges test? De van, és ezek konnyen attekinthetSk, mert érvényesek rajuk a kovetkezd tételek.

1. Tétel. Ha F eqy véges test, akkor elemszama eqy primhatvdny, azaz

|F| <oo= |F|=q=0p' f =1, p prim.
2. Tétel. Minden primhatvanyhoz taldlhato egy véges test, amelyiknek ennyi az elemszima:
Yq primhatvinyra 3 F test, hogy |F| = q.

(3 jelentése: van olyan, a felkialto jel pedig azt jelenti, hogy csak egy van.)
3. Tétel. Minden ¢ primhatvanyhoz lényegében csak egy véges test létezik.(F, egy ¢ elemd véges testet jelent.)

A testek elmélete fontos része az algebranak. Most méar latjuk, miért hivjak algebrai kodelméletnek azt, amirél
most beszéliink. A tovabbiakban az dbécé legyen valamelyik véges test. Most mar csak ilyen kodokat fogunk vizsgalni.

Ha @ = F, véges test, C kod, akkor megkdvetelhetem, hogy a kédnak bizonyos jo szerkezete legyen, vagyis
lLhaz,yecC=2z+yecC.

Mit jelent az x 4+ y Osszeg? Legyen x = (a1,...,an), y = (B1,...,8,) n hosszusagl sorozat, akkor

x+y:(a1+ﬂ1,...,an+ﬂn).

Itt végiil is vektorokrol van sz6, az Gsszeadast is gy értelmezziik, mint a vektoroknal.

2. hax € C és v €Ty, tehat v egy skalar, akkor

vz € C, vr = (yaq,...yQn)-

Az ilyen kodokat linedris kodoknak nevezzik. A lineédris kodok tn. vektorteret alkotnak, ezzel a linearis algebra
foglalkozik.

A lineéaris kodok elemszama sziikségképpen |C| = ¢" valamilyen k-ra, ahol 0 < k < n. Ha k = 0, akkor az elemszam
¢° =1, s ez a csupa 0-bol all6 sorozat. Ha k = 1 akkor ¢ darab vektorom van, ami azt jelenti, hogy veszem koziiliik
valamelyiket, (de nem a csupa 0-at), és annak Osszes skalarszorosat. Altalanos k-ra és ¢ = 2-re visszajutottunk a 2"
esethez.

Feladat. 1. Készitsiik el a 4, 8, 9 elemii véges Fy, Fg, Fy testet. (Vigyazat, itt nem alkalmazhatjuk azt a fogast, amit
p;imszém esetén alkalmaztunk, vagyis, hogy a maradékot vessziik.) 2. Mitdl igaz, hogy minden lineéris kod elemszama
q°?

Egy linearis kodnak 4 jellemzGje van.

1. n a koédszavak hossza

2. k a kodszavak szamaban a g kitevije [n, k]-kod

3. d a minimalis tavolsag [n, k, d]-kod

4. g ahany elemi véges test felett dolgozunk. (Ezt bizonyos szempontbdl adottnak tekintjiik, azaz el6re elhatarozzuk,
hogy mi lesz az alaptest.)

Allitas. Linedris kéd esetén d <n —k+ 1.

Ha k nagy, azaz sok eleme van a kdédnak, akkor n — k + 1 kicsi (n roguzitett), azaz kicsi a miniméalis tavolsag.
Nem tudjuk elérni, hogy a nagy sugard gombok diszjunktak legyenek, hiszen a fenti allitas ekvivalens azzal, hogy
E<n-—-d-+1.

Feladat: Gondoljuk ezt meg!
Az olyan kodokat, amelyeknél egyenlség all fenn, MDS-kodoknak hivjuk (maximal distance code).

MDS-kédok

Ideje lenne valamilyen értelemben jo kodokat csindlni. Az egyik értelem, ami szerint a koéd jo, ha benne a tavolsag
olyan nagy, amilyen nagy csak lehet.

Egy MDS-kod az tin. Reed—Solomon kod. Ezt valosziniileg mindenki ismeri, csak nem tud réla. A compact discben
(CD) ilyen hibajavité kod van. Elénye, hogy nagyon gyorsan lehet kodolni és dekodolni, vagyis k hosszisaga sorozatbol
n hosszisagut csinalni és viszont. Ez azért fontos, hogy a hang elhangzasa el6tt még idejében ki legyen javitva a hiba.

Vegyiink egy Fy q elemi véges testet, ahol ¢ egy primhatvany, és legyen & < ¢, az n = ¢ legyen. ¢® darab n
hossztsagu kodszot kellene csinalnunk. Keresni kellene valamiket, amikbél ¢* darab van.

Jelentse F,[z] az z-nek Osszes olyan polinomjat, amelyben az egylitthatok a ¢ elemd véges test elemei. Ezekkel
a polinomokkal ugyanigy végezhetiink mtveleteket, mint a valds egyiitthatos polinomokkal. Ha azon polinomokat
tekintjiik ezek koziil, amelyeknek a foka kisebb k-nal, vagyis ezt a halmazt:

{ag+ a1z +...+ ak_lxk_1| a; €Fy},



ezekb6l pontosan ¢* darab van, mert minden o pontosan g értéket vehet fel.

Ha az Gsszes ilyen polinomot veszem, akkor méris rendelkezem egy természetes moédon definialt ¢* elemt halmazzal.

Hogyan csinalunk ezekb6l ¢* darab olyan kodszot, amelyeknek hossza n = ¢? Legyen F, = {wo, w1, ... ,wg—1}, ha
tetszik, valaszthatjuk az wp-t 0-nak, wi-et 1-nek, a tobbit meg valamilyen moédon szadmozottnak.

Vegyiink egy rogzitett f polinomot és sorban helyettesitsiik be a polinomba a véges test elemeit. A kovetkezd g
hossziisaga sorozatot kapjuk:

yr = {(f(wo), fw1), -, f(wg—1))}; ha ezt az Osszes ¢* darab f-re megcsinalom, megkapom a Reed-Solomon kodot.

Igaz-e, hogy ez egy linearis kod?

Igen, mert ha f1 és fo két polinom, akkor az Osszegiik is egy legfeljebb (k — 1)-ed fokt polinom lesz, és az Osszeg
helyettesitési értéke a tagok helyettesitési értékének az Gsszege lesz. Az is igaz, hogy egy polinom skalarszorosa is
egy ugyanolyan foka polinom (ha nem 0-val szorzunk), és ennek helyettesitési értéke az eredeti helyettesitési érték
skalarszorosa.

Mennyi ebben a kodban a minimalis tavolsag? Azt tudjuk, hogy d < n—k+1. Most bebizonyitjuk, hogy d > n—k+1,
s ebbdl kovetkezik az egyenlGség.

Vegyiink két polinomot, és irjuk fel kiilonbségiiket. Legyen ennek a foka | < k — 1, hiszen f; és fo mindegyike
legfeljebb (k — 1)-ed foku. Vizsgaljuk meg a kiilonbségek tavolsagat; ha fi — fo foka [, akkor d(ys;yys,) <n —I, azaz
béarmely két kiilonbo6z6 fi és fo-hoz tartozod sorozat sok helyen tér el.

Ugyanis az F4-beli egyiitthat6s polinomok korében is igaz, hogy egy polinomnak legfeljebb annyi gytke van, ahdnyad
foku. Ez a valos egyiitthatos polinomok korében abboél adédik, hogy minden gyok esetén le lehet valasztani egy elséfoku
tényez6t, s akkor mindig egy 1-gyel alacsonyabb foku polinomot kapunk. S mindez csak azon mulik, hogy a polinomok
egylitthatoi testet alkotnak. Itt is igaz az, hogy f1 — fo gyokeinek szama < [. Hany olyan hely van, ahol megegyezhet
az yf, és az yys,7 Ahol megegyezik, ott az fi; — fo-nek egy gyoke van, ez legfeljebb [ helyen fordulhat el6, tehat legalabb
n — [ helyen eltérnek, azaz a tavolsag legalabb n — [, s ezt allitottuk.

Tekintve, hogy I < k—1,n—1<n—k+ 1, s ez az el6z6ekkel dsszevetve adja, hogy a minimélis tavolsag egyenls
(n —k+ 1)-gyel.

Bindris Hamming-kod

Most egy masik moddszer szerint definidlunk egy kodot. A ¢ = 2 esetére valasszunk valamilyen r < 1-et. Fol
szeretnénk sorolni az 6sszes r hosszisagu 0-1 sorozatot, azaz a kettes szamrendszerbeli szamokat 1-t6l (2" — 1)-ig. (A
0-t kihagyjuk.) r = 3-ra foglaljuk tablazatba.

Az oszlopok tartalmazzak a szdmokat nagysag szerinti sorrendben. A sorok hossza n = 2" — 1, esetiinkben n = 7.
Ezt a tablazatot hasznélva kévetkezGképpen definidljuk a binaris Hamming-kodot: azok a 0-1 sorozatok, amelyeket ha
vektoroknak tekintjiik, merélegesek erre a 3 vektorra (a tablazat 3 sorara). Azt mar elfogadtuk, hogy ezek a sorozatok
vektorok és két vektor merGlegességét a skalarszorzat segitségével definialjuk. Akkor mondunk 2 vektort merélegesnek,
ha skalarszorzatuk 0-val egyenls. A skaldrszorzat definicidja:

(‘Tv y) = Z a;f3;.
1=1

A skalarszorzat itt is rendelkezik a vektoroknal szerepld tulajdonsagokkal. Ha egy vektor merdleges mindharom vek-
torra, és egy masik vektor is meréleges ra, akkor az 6sszegiik is és a skalarszorosuk is az. Jeloljiik az el6z6hoz hasonld
tablazatot H-val. H minden soréra merdéleges vektorok alkotjék a H kodot.Ez egy lineéris kod, és konnyen belathato,
hogy k = 2" — r — 1. Ugyanis a vektorokbol dsszesen ¢ !, esetiinkben 2% ~1 van. r mer6legességi feltétel van, s ezek
Hfiggetlenek”.

Mindegyik feltételnek kiilon-kiilon a vektorok fele tesz eleget, igy r-szer felez6dik, azaz a kod elemszama: ok =
227‘71

— = 92" —r=1 vagyis k =2" —r — 1.

A H kodok gyakorlati alkalmazésa az tirhajozasban van.

Van egy maésik tulajdonsiga is a H kodnak. Mivel d = 3 (ez legyen feladat), az 1 sugari gombok paronként
diszjunktak. Hany gomb van? Ahany kodszo, azaz 22 ~"~1. Definialjuk a gomb térfogatat. Egy gomb térfogata annyi,
ahany pont van benne. Van egy kézéppont, z = (a1, as,...,qy,), és ez benne van, és ezen kiviil mindazok a pontok,
amelyek t6le valamelyik helyen kiilsnboznek. Ilyen hely 2" —1 van. Ha ezeket dsszeszorzom (22 ~" 1) (27 —1+1) = 22 1,
de ennyi pont van Osszesen ebben a térben. Ezek tehat olyan paronként diszjunkt gombdk, amelyek egyesitése az egész
tér. Az ilyen kodokat perfekt kddnak nevezziik.



Péaronként diszjunkt gdmbokbdl minél tobbet elhelyezni a 3 dimenziés kdzonséges térben egy eddig megoldatlan
probléma. A gérogdinnye-arusok tapasztalatbol tudjak, hogy lehet egy térfogatba a legtobb dinnyét lerakni. Eloszor
csindlnak egy négyzetracsot, majd a kovetkezd szinten elkezdik a lyukakat kitolteni. Valoszintleg ez a legstribb
gémbelhelyezés, de ez nincs bebizonyitva.

Erdekes megemliteni, hogy a 24-dimenziés euklidészi térben (tehat a korabbi jeldléssel R24—ben) van egy meglepSen
siirid gombelhelyezés, és ennek megtaldlasdban is az algebrai kodelmélet segitett. A 2 elemii test feletti 24 hosszisagu
vektorok terében van [n, k,d] = [24,12, 8] paraméterekkel rendelkezd kod, az un. Golay-kod: Gog. Ennek segitségével
lehet a 24-dimenzids euklidészi térben egy stirii gombelhelyezést csindlni. A Golay-kod sok tekintetben jelentGs. Ha
elhagyjuk minden vektor utolso elemét, egy [n, k, d] = [23,12, 7] paramétertd kodot kapunk: Gaz-at (ezt is Golay fedezte
fel). d = 7 azt jelenti, hogy d = 2e + 1, ahol e = 3. Tehét ez a kod 3 hibat javit. Es ez a kod perfekt! (Ezt mindenki
maga ki tudja szamolni.)

Van egy mésik perfekt Golay-kéd is, mégpedig a 3-elemi test feletti. Zarjuk a cikket Tietdvdinen és van Lint egy
hires eredményével: Ha |Q| = ¢ primhatvany és C' egy nem-triviélis perfekt e-hibajavito kod, ahol e > 1, akkor C' a
két perfekt Golay-kod egyike. (kérdés: mik a trivialis perfekt kodok e > 1-re?)



