1. Nevezziik n adott pozitiv szam kilonds kézepének a szamok négyzetisszegének és dsszegének hanyadosdt, harmadik
hatvanykézepiiknek pedig kébeik szamtani kézepének a kébgydkét. Dintsik el n = 2 esetén, hogy melyik igaz az aldbbi
dllitasok koziil.

a) A kiilonds kézép sohasem kisebb a harmadik hatvinykézépnél.

b) A kilénds kizép sohasem nagyobb a harmadik hatvanykézépnél.

c) A killonds kézép a szamok vdlasztdsdtol fiiggden lehet nagyobb és kisebb is a harmadik hatvinykézépnél.

Melyik allitas igaz n = 3 esetén?

I. megoldas. Legyenek az adott pozitiv szamok ai,as...,a,. Tudjuk, hogy két pozitiv szam koziil a kébe a
nagyobbnak lesz nagyobb, és hasonlo all a pozitiv szamszorosukra is. A két kdzép kiilonbsége tehat ugyanolyan elGjeli,
mint a kobeik kiilonbségének n(a; +az + ...+ an)B—szorosa.

Erre a kifejezésre n = 2 esetén egyszerd atalakitasokkal a kdvetkezd azonosségot nyerjiik:

2(af + a3)® — (a1 + a2)®(af + a3) = (a1 + a2)*(af — a3).

Ha tehat a; = ag, akkor a kiilonbség 0, a két kozép egyenld, kiilonben a jobb oldal két tényezGje egyezd elGjeld, igy
szorzatuk pozitiv; a kiilonos kozép tehat nagyobb a harmadik hatvanyk6zépnél. Eszerint két szam esetén az a) allitas
igaz.

Harom szam esetén viszont a c) allitds az igaz. Ennek igazolasira elég megadni egyrészt harom olyan szamot,
amelyek kiilonos kozepe nagyobb harmadik hatvanykodzepiiknél, masrészt harom olyant, amelyekre a kiilonos kézép a
kisebb. Az elébbi tulajdonsagi az 1, 1, 2 harmas. Erre

3124+ 12423 =648, (1+1+2)°(1° +1° +2%) = 640.
Az utébbira példa a 2, 2, 3 harmas. Erre
3(22 + 22 +3%)3 = 14739, (2+2+3)3(2% +2° + 3%) = 14749.

Ezzel igazoltuk az allitést.
Megjegyzés. Volt, aki harom olyan szamtol remélte, hogy a harmadik hatvanykozepiik lesz a nagyobb, amelyek kozt
kicsi, egyenl6 kiilonbség van. Ez azonban nem kovetkezik be. Ha a harom szam a — b, a, a + b, ahol 0 < b < a, akkor

a kiilonos kozép
(a—b)?+a®+ (a+b)? N 202
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a harmadik hatvanykdzép kébe pedig

(a—b)%+ a3+ (a+b)?

3 = a® + 2ab>.

Mivel az el6bbi érték kobe ezzel a két taggal kezdddik, és ehhez tovabbi két pozitiv tag jarul, igy az ilyen szamharma-
soknak mindig a kiilénos kézepe nagyobb.

II. megoldas. Jegyezziik meg el6szor, hogy ha a kozepek nagysagviszonyat vizsgaljuk, akkor megszorozhatjuk
mindegyik szdmot ugyanazzal a pozitiv szdmmal, hiszen ekkor a két kozép is ezzel a szdmmal szorzodik meg, nagy-
sagviszonyuk tehat nem valtozik. Igy feltehetjiik, hogy a szamok szamtani kozepe 1, mert ha nem igy volna, akkor
eloszthatjuk mindegyiket a szdmtani kozéppel.

Vizsgaljuk a két kozép viszonyat olyan szdmokra, amelyek koziil n — 1 egyenls és kisebb mint 1, tehat 1 — ¢, ahol
0 < ¢ <1, az n -edik pedig 1 + (n — 1)c. Az els6 megoldas megjegyzésének megfelelGen elég a kozepek kobének a
kiilonbségét vizsgalni. Ez

n

<n +n(n — 1)02>3 ~n+3((n—-1)+(n— D)+ (—=(n—1)+ (n—1)3)e3

=14+43n-1)4+3n-12t+n-13-1-3n-1) - (n-1)(n—2)c =
=—(n—-1c*(n—-2-3n-1)c—(n—1)).

Két szam (n = 2) esetén ez mindig pozitiv, és jegyezziik meg, hogy ekkor az altalanos esettel van dolgunk, miutan
nincsenek egyenld szamok. Ekkor tehat az a) allitas az igaz.
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Pozitiv a kifejezés 2-nél nagyobb n-re is, ha c elég nagy (de 1-nél kisebb), pl. ¢ = 3" Ha viszont c¢ kicsi, pl.
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c= 1) (és n > 3), akkor a zarojelben levé kifejezés
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Ekkor tehat a harmadik hatvanykozép a nagyobb.

Azt nyertiik tehét, a feladatban feltettnél altaldnosabb kérdésre adva vélaszt, hogy 2-nél tobb szadm esetén mindig
a c) allitas az igaz.

Megjegyzések. 1. A harmadik hatvanykozép lehet csupa kiilonb6z6 szam esetén is nagyobb a kiilonds kozépnél.
Harom szam esetén pl. — kényelem kedvéért egész szamokra szoritkozva — legyen két szam a 23 és a 25. Azt vehetjilk
észre, hogy a harmadik szamot 29 és 36 kozt valasztva a harmadik hatvanykozép lesz a nagyobb, viszont 28-at vagy
37-et valasztva mar a kiilonos kézép a nagyobb.

2. Meglep6 eredményt kapunk, ha azt vizsgaljuk, hogy harom szam esetén a harmadik hatvanykozép és a kiilonos
kozép hanyadosa mekkora lehet. Ez a hanyados a maximumat az 1, 1, v/2 harmasra (és az ezzel aranyosakra) veszi fel;

a maximum értéke minddssze
5244+ 172 L[1 /578
- Ve 821 — =1 28902.
T 2( + 576 ,0002890

2. Tetszdleges pozitiv egész k-ra legyen f1(k) a tizes szdimrendszerben felirt k szdm jegyei dsszegének a négyzete és
n > 1 esetén legyen fo(k) = fi(fa1(k)). Mennyi fioe2(2'9")?

Megoldas. A kérdésre annak alapjan tudunk valaszt adni, hogy egyrészt a szamjegyek szamat hatarozzuk meg,
masrészt a kérdezett szam maradékat, ha 9-cel osztjuk.

Jeloljiik a 299 szamot K-val.

K=8%" <1094,

A K szam tehat legfeljebb 664 jegyd, s igy jegyeinek az 6sszege nem tobb mint 664 - 9, ami 6000-nél kisebb. Eszerint
f1(K) < 36 - 10°. Eddig a korlatig a 29 999 999 szam jegyeinek az Gsszege a legnagyobb, 65. Igy

fo(K) < 4225.

Hasonloan szamolva
f3(K) < (3+3-9)% =900.

(
Egy legfeljebb haromjegyt k szamra fi(k) < (3-9)% = 729, tehat szintén legfeljebb haromjegyt. Igy, ha n > 3,
akkor f,(K) legfeljebb haromjegyt.
Ismeretes, hogy egy szam 9-cel osztva ugyanannyi maradékot ad, mint a szdmjegyeinek az Osszege; tovabba két
szam szorzatanak a maradéka, ha 9-cel osztunk, ugyanannyi, mint a maradékaik szorzataé, mivel (97 + s)(9t + u) =
9(9rt + ru + st) + su. Ezek alapjan

K = 2533195 = 64331 .32 = (9. 7+ 1)1(9- 3+ 5)

maradéka 5, s igy ennyi a szamjegyei Osszegének a maradéka is. fi(K) maradéka tehat annyi, mint 25-¢, azaz 7;
f2(K) maradéka annyi, mint 49-é, vagyis 4; f3(K) maradéka annyi, mint 16-¢, ami 7. Ennyi a maradéka a szamjegyei
Osszegének is, és a szam legfeljebb haromjegyt, igy a szamjegyek Osszege csak 7, 16 és 25 lehet. f4(K) lehetséges értékei
49, 256 és 625. f5(K) értéke mar mind a harom esetben ugyanaz: 169. Folytatva a szamolast

fo(K) =256,  fr(K) =169, fs(K) = 256.
Vilagos, hogy innen periodikusan paros indexre 256-ot kapunk, paratlanra 169-et. A feladat kérdésére tehat a valasz
f1092(21991) = 256.

Megjegyzések. 1. Természetesen mas a-ra, e-re és n-re is meghatarozhaté hasonléan f,(a®), és konnyen lathato,
hogy elég nagy n-re 169-en és 256-on kiviil csak az 1 és a 81 fordul elé.

2. Szamitogéppel meghatarozhato 2199 szamjegyeinek az osszege, ez 2669. Innen f1(K) = 7123561, fo(K) = 625,
f3(K) =169, f4(K) = 256, és mar innen ismétlddik periodikusan az utolso két érték.

3. Adott a sikban véges sok pont, amelyek kézil semelyik hdrom mnem esik egy egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy
kiszinezhetdk két szinnel gy, hogy ne legyen olyan félsik, amely a pontok kézil pontosan hdrmat tartalmaz, és azok
egysziniek.

Megoldas. Vegyiik a ponthalmaz konvex burkat, azt a legkisebb sokszoget, amelyik az Gsszes pontot tartalmazza.
(Lasd az alabbi 1. megjegyzést). Ennek cstcsai az adott pontok koziil valok, és a feltétel szerint az oldalszakaszok
belsejére nem esik adott pont.

Egy olyan félsik, amelyikbe harom adott pont esik, tartalmazza a pontok meghatarozta haromszoget, igy tartalmaz
a konvex burok belsejében levé pontot. A hataregyenese tehat atmetszi a konvex burkot, ezért a félsik tartalmazza a
konvex burok legaldbb egy cstcsat.

A burok belsejében lehetnek az adott pontok koziil olyanok, amelyeket egy olyan félsik sem tartalmaz, amelyikbe
csak harom adott pont esik. Ezek szinezése a feladat kovetelményének teljesiilését nem befolyasolja. Ez adhatja azt a
gondolatot, hogy az 6sszes bels6 pontot fessiik ugyanolyanra, mondjuk kékre.
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1. dbra

A burok csucsait ezutéan tobb lépésben szinezziik ki. Els6 1épésben fessiik az 0sszeset pirosra. Ha most van hdrom
szomszédos csucs, A, B, C, amelyek meghatarozta hiromszog nem tartalmaz tovabbi adott pontot, akkor B szinét
valtoztassuk kékre (1. dbra). Ha ezutan is maradt ilyen cstics-harmas, akkor ismételjikk az eljarast. Ez véges szamu
lépésben befejezddik.

Megmutatjuk, hogy igy megfelel§ szinezéshez jutunk. Jegyezziik meg, hogy nem keletkezik a konvex burkon két
szomszédos kék cstcs, mert ha egy csticsot kékre festiink, akkor a szomszédos csicsok mar nem lehetnek olyan harom-
sz0g kozéps6 csicsai, amelyiknek mind a harom cstcsa piros.

Ha egy félsik harom csiicsot tartalmaz, akkor az azok meghatarozta haromszog nem tartalmaz tovabbi adott pontot,
tehéat vagy a kozépss csucs kék, a két szomszédja piros, vagy azért nem valtoztattuk meg a koézépss csics szinét, mert
a cstcsok nem voltak egysziniek.
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2. dabra

Ha két csuicsot tartalmaz a félsik, akkor tartalmaz a konvex burok belsejében 1évs, tehat kék pontot, viszont a két
csucsnak legfeljebb az egyike lehet kék.

Ha végiil a harom pontot tartalmazo félsik egy cstcsot tartalmaz, akkor a hataregyenese dtmetszi az abbol induld
két oldalt (2. dbra). A tartalmazott csucs és a két szomszédja tehat olyan haromszoget hataroz meg, amelyik tartalmaz
a burok belsejében levd (tehat kék) pontot, s igy a cstcsot meghagytuk pirosnak. Ezzel éllitasunkat belattuk.

Megjegyzések. 1. A sik egy véges ponthalmazanak a konvex burkat megkaphatjuk példaul agy, hogy valasztunk egy
félsikot, amelyik tartalmazza a ponthalmazt. Annak a hataregyeneshez legk6zelebbi (egyik) pontjan 4t a hataregyenes-
sel parhuzamost htizunk, majd ezt forgatjuk a rajta levs, vagy ha tobb van, az egyik széls6 adott pont koriil agy, hogy
a ponthalmaz az egyik oldalan legyen, amig Gjabb adott pont nem keriil ra. Ezutan ekoriil, illetSleg megint a szélsé
koriil forgatjuk tovabb az egyenest ugyanabban az irdnyban (3. dbra). Az eljaras véges szamu lépésben befejezédik
azzal, hogy visszajutunk az egyenes kezds helyzetéhez. A forgaskozéppontok a keresett konvex burok csicsai.
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3. dbra
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4. dbra

2. A megoldasban leirt eljarast adta meg Boda Péter. Ez lathatéan altalaban nem egyértelmt, tobb megfelels
szinezéshez is vezethet aszerint, hogy hogyan valasztjuk azokat a haromszogeket, amelyek kozépsé csticsat atszinezziik.

A feladat tobbi megoldoi a kovetkezs eljarast adtak. A belsé pontok kékre festése utén pirosra festjiik a konvex
burok egy csdcsat, ha az a szomszédos csticsokkal olyan haromszoget alkot, amelyik tartalmaz a belsejében adott
pontot. Végiil az esetleg szinezetleniil maradt csticsok alkotta iveken egy irdnyba haladva a szomszédos piros csics
utanit kékre festjik, és a kovetkezSket felvaltva pirosra és kékre, mig a kévetkezd piros csucsig nem értink (4. dbra), a
burok két szélsG cstcsa lehet kék is, piros is.

A leirt szinezés is kiadja ezt, ha egy iranyba haladva mindig a legkozelebbi haromszoget vessziik, amelyiknek a
kozéps6 csticsat at kell szinezni. Ebbd] lathato, hogy ez az eljaras is megfeleld.



