A KoMalL 1991. évi 6. szamaban koziiltiik az alabbi (pontversenyen kiviili) feladatot:

Négy azonos tomegd pontszerd testet azonos hosszusdgu fonalak segitségével zdrt, rombusz alaki lancba fizink, és
a lancot eqy w szdgsebességgel forgo légpdrnds asztalra helyezzik:

a) Hogyan fog mozogni a négy test, ha kezdetben a forgo asztalhoz képest nyugalomban voltak, a rendszer tomegkd-
zéppontja a forgdstengelyen helyezkedett el, és a rombusz egyik szége o volt?

b) Hogyan mozog a rendszer, ha kezdetben a tomegkozéppontja dllt, és a forgd rendszerbdl nézve a két legkizelebbi
test eqymds felé mozgott vy kezddsebességgel?

¢) Irjuk le a rendszer legdltaldnosabb mozgdsat mind az dllé, mind pedig az w szigsebességgel forgd koordindta-
rendszerbdl nézve!

(Feltételezhetjiik, hogy a surlédds elhanyagolhatd, és a fonalak mindvégig feszesek. A mozgdst csak a testek dssze-
Utkdzéséig kell kovetnink.)

Megoldas. Legyen a testek tomege egyenként m, a fonalak hosszuséga [, a testeket jeloljik A, B, C és D betiikkel,
tegyiik fel tovabba, hogy az asztal vizszintes és 0° < a < 180°.

a) A testekre hato gravitacios er és az asztal tartoereje kiegyenlitik egymast, ezért mondhatjuk azt, hogy a testekre
csak a fonalersk hatnak. A szimmetria miatt az F' fonalerék egyenlGek, ezért egy kiszemelt testre hato fonalerék eredGje
mindig az O tomegkozéppont felé mutat. Az eredd ers nagysaga az A és C testek esetében: Fy = 2F cos(a/2); a B és
a D test esetében: Fy = 2F sin(a/2) (1. dbra).
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1. dbra

A kezdd pillanatban a testek sebessége a forgd rendszerben zérus, igy nem 1ép fel a Coriolis-ers. Tegyiik fel,

! !
hogy 2F cos 5 = o> m(l - CcOs 5) w?. Ekkor az A és C testek az O tomegkozéppont felé kezdenek gyorsulni,

a masik két test — a fonalak feszességébdl adodéan — nyilvan a B?, ill. a 1% vektorokkal ellentétes iranyban fog

e o)
gyorsulni, aminek feltétele, hogy F» = 2F sin§ < m(l - sin §> w? legyen. A két egyenlStlenséghdl a kovetkezs el-
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lentmondésra jutunk: —mlw? < F < §mlw2; ezért feltételezésiink rossz volt. Hasonléan juthatunk ellentmondés-

@ e
ra akkor is, ha feltételezziik, hogy 2F cos 3= o< m(l - COS 5) w?, ezért csak a kovetkezs eset valosulhat meg:

e e’
= m(l - COS 5) w? és Fy = m(l - sin 5) w?. A testek gyorsulasa a forgd rendszerbdl nézve zérus; a testek tehét

mindvégig mozdulatlanok maradnak. Példaként: az A test helykoordinatéi az w szogsebességgel forgd koordinata-
rendszerben: x4 (t) = —lcos(a/2); ya(t) = 0. Az &ll6 koordinata-rendszerbdl (inerciarendszerbdl) nézve mindegyik
test egyenletes kormozgast végez w szogsebességgel az O tomegkodzéppont koriil. Példaként az A test helykoordinatai:

a a
xA(t) = lcos 5 cos(wt + 7); ya(t) =lcos 5 sin(wt + 7).

b) Legyen « a rombusz kisebbik szoge; tehat 0° < o < 90°. A feladat szbvege szerint a fonalak mindvégig feszesek
maradnak. Az O té6megkozéppont — a rombusz egymasra merdleges atloinak metszéspontja és egyben forgéstengely —
a mozgés soran nem mozdul el. Képzeljiik el a mozgast gy, hogy a fonéllal 6sszekotott testek két egymasra merdleges,
elhanyagolhaté tomegi, mereven GsszeerGsitett radra vannak felfiizve, és rajtuk surlédasmentesen csuszhatnak, rajuk
merdélegesen er6t fejthetnek ki. A fonalak mindig feszesek és rombuszt alkotnak, ezért ezekkel a rudakkal kiegészitve
a rendszer pontosan tugy fog mozogni, mint ahogy nélkiiliik mozogna. Tegyiik fel, hogy a mozgés egy pillanatdban
a rudazat a testekkel egyiitt valamilyen w’ szdgsebességgel forog az 4ll6 koordinéta-rendszerhez képest, a rudakhoz
képest a feszes fonalak (+)w” szdgsebességgel forognak és ¢, illetve 90° — ¢ szoget zarnak be a rudakkal. (A 2. dbrdn
egy kiszemelt fonal lathato.)



Természetesen a fonalak nemcsak forgo, hanem haladé mozgast is végeznek az w' szdgsebességgel forgé — rudakhoz
rogzitett — koordinata-rendszerben. Amint latni fogjuk, a megoldéas szempontjabol célszerd ezzel az w” szdgsebességgel
kifejezni a testek sebességét. Igy a D test sebessége: v; = lw” cos ¢, ugyanis ha a C' testet rogzitenénk, akkor az w”
pillanatnyi szdgsebességii kormozgast végzs D test sebességének OD irdnyt vetiilete [w” cos ¢ lenne. (S mivel a C pont
mozgésa OD-re mer6leges, a D pont sebessége nem rogzitett C esetén is v1 kell legyen.) Hasonloan a C' test sebessége:
vg = lw' sin .

Vajon éllandé-e idében az w' szogsebesség? A sugar irdnyban v sebességgel mozgo testek egy w szdgsebességgel
forgd koordindta-rendszerben Fo = 2muw tehetetlenségi erét fejtenek ki, ez a Coriolis-erd. Nézziik meg, van-e ezeknek
az eréknek forgatonyomatéka O pontra nézve! A C' és D testek sugarirdnyu sebességébdl szarmazo Fe, és Fe, Coriolis-
er6k okozta, rudazatra haté forgatonyomatékok Gsszege:

ZMle + My = Fg, -lsing — Fo, - lcosp = 2mw’vy - Isin @ — 2mw’vy - Lcos o =

= 2mlw’ (lw" sinp - L cos p — lw” sinp - L cos ) = 0.

Az A és B testekre haté Coriolis-erék okozta forgatonyomatékok is kiejtik egymaést, tehat a rudakra hatd eredd
forgatonyomaték w’-t6l és w”-t6l (vagyis a testek sebességétol) fiiggetleniil zérus. Ez azt jelenti, hogy a rudazat kezdeti
w szdgsebessége a mozgas sordn nem valtozik meg, dllandé marad: W' = w.
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3. dbra

Uo
[-sin(a/2)
Tegyiik fel, hogy a mozgés egy pillanataban a fonalak szogsebességének nagysdga w’ és a rombusz egyik szoge .
Ekkor a rendszer Osszes mozgasienergiaja (a zarojelben a kétféle forgasbol szarmazo sebességek négyzetei talalhatok):

o
A fent emlitett (w”) ,fonalszogsebesség” kezdetben wg volt (8.dbra): vg = lwy sin §—b61 kapjuk: wy =

1
Egsspes = 2 - 3" (12 cos? % -w? + 1%sin® % cw? 120" cos? 2 4 120" - sin? f) =

=mi? - (w? +w'"?).

Mivel mind az Osszenergia, mind w allando, ezért a fonalak w” szdgsebessége is dllandd (!), nagysaga pedig:
1 -sin(a/2)

_ Ezek utan mar konnyen felirhatok a testek helykoordinatai az id6 figgvényében. Szemeljik ki példaul a C testet!
Osszeiitkozésig a rombusz félszoge az

W = wo

O/

?(t) T2 +unt = l-sin(a/2)

képlet szerint, a C test egyik koordinataja az w szdgsebességgel forgd (2, y') koordindta-rendszerben

o (t) =1 -sin [%(t)] —-sin (% n %)

Vo «
t+ =
2



képlet szerint valtozik, vagyis a test harmonikus rezgémozgést végez (v (t) = 0). (Ez hasonléan megmutathato a tobbi
testnél is.) Erdekes, hogy a rezgémozgas wy korfrekvencidja a vy kezdeti sebességtdl fiigg, tehat valtoztatni lehet az
értékét.
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4. dbra

Az dll6 (z, y) koordinata-rendszerbdl nézve a testek egy w szogsebességi egyenletes kormozgasbol és egy harmonikus
rezg6mozgasbol Osszetett mozgast végeznek. A C' test helykoordinatai tehat (4. dbra):

2o (t) = (t) - cos(wt) = 1 - sin (% + %) - cos(wt);

’Uot

yo(t) =z (t) - sin(wt) =1 - sin (W + %) - sin(wt).

A t6bbi testnél is hasonloan irhatok fel a helykoordinatak.
Az egymashoz kozeleds testek idGvel Osszeiitkoznek. Ha az iitkOzést igen gyorsnak és tokéletesen rugalmasnak
tételezziik fel, akkor a fenti képletek kis valtoztatassal érvényesek maradnak a mozgés egészére — az iitkozés(ek) utan

is:
. vot n @ . vot N o
ST sin(%) 2 ST sin(%) 2/

Egy kiszemelt test néhany lehetséges palyajanak szamitogéppel készitett rajzat az 5-7. dbrdk mutatjak.

zc(t) =1- cos(wt) - i yo(t) =1 sin(wt) -

5. dbra

6. dbra



7. dbra

Veres Gabor (Balassagyarmat, Balassi B. Gimn., III. o. t.)



