A vizhullamoKk!!

Ha egy test (vadkacsa, motorcsonak, tartalyhajo) allando sebességgel mozog a viz felszinén, az altala keltett viz-
hullamok jellegzetes, ék alakd mintédzatban kovetik a hullamforrast. A hullamkép meglehetGsen Osszetett, az ék két
szarat madartollra emlékeztetd kis hullamok alkotjak (1.dbra).

Vajon hogyan fiigg az ék a-val jelolt félnyilasszoge a hullamforrés sebességétél? Ezt a kérdést tanulméanyozhatjuk
kisérleti eszkozokkel (lasd a 137. mérési feladat megoldasat lapunk 94. oldalan), vagy megprobéalhatjuk elméleti meg-
fontolasokkal ,kitalalni” « értékét. (Természetesen ez utobbi esetben Gssze kell vetniink megfontolasaink eredményét
a kisérleti tényekkel.)

Hangrobbanas, Cserenkov sugarzas
Els6 — legtermészetesebb — gondolatunk az lehet, hogy a vizhullamok kupszoge is a hangtanboél ismerds modon
szarmaztathato. Ha egy hangforras (példaul egy repiil6gép) a ¢ hangsebességet meghalado v sebességgel mozog, a
kiilonbozé idpillanatokban keltett hullamainak burkoléfeliilete egy kip lesz, melynek fél-nyilasszogét a
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képletbdl kaphatjuk meg (2.dbra). A hangrobbanas egyik fajtdjanak jelenségét éppen akkor észleljiik, amikor a QP
hullamfront eléri a megfigyeld személyt.
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2. abra

Erdekes megjegyezni, hogy a hangrobbanasnak megfelels jelenség a fénynél is megfigyelhetd minden olyan esetben,
amikor egy fényforras a fénysebességnél nagyobb sebességgel mozog. Hat ez meg hogyan lehetséges? — kérdezhetjiik.
Nem a fénysebesség a 1étezé legnagyobb sebesség a természetben? De igen, a vakuumbeli fénysebesség a hatarsebesség,
ennek értéke c¢g = 300 000 km/s. Anyagokban (iivegben, vizben, atlatszo kristalyokban) azonban a fény lassabban
terjed, csupan ¢ = co/n sebességgel, ahol n az anyag torésmutatdja. Vizre példaul n = 4/3, a fény tehéat a vizben
csak ¢ = 225 000 km /s sebességgel , halad”. Ha egy elektromosan toltott atomi részecske (elektron, pozitron, proton,
a-részecske) mondjuk v = 250 000 km/s sebességgel halad at a vizen, ,fényrobbanés” jelensége lép fel, s a ,fénykuap”
szOgeét a hangrobbanéshoz hasonloan az (1) Gsszefliggésbdl szamolhatjuk ki. Ezt a jelenséget felfedezdjérsl Cserenkov-
sugdrzdasnaek nevezték el, és manapsag kiterjedten alkalmazzak elemi részecskék sebességének mérésénél.

Dimenziéanalizis — meglepé eredménnyel

Térjiink most vissza a vizhullamokhoz! Vajon megmagyarazhato-e a vizen mozgd test altal keltett hullamkép is
az el6z6ek mintajara? Nem! A tablazatokban hidba keressiik a vizhullamok terjedési sebességét, ilyen adatot nem
talalunk, mégpedig azért, mert a vizhullamok terjedése nem irhato le egyetlen sebesség-adattal. A hangtol és a fénytdl
eltérGen a vizhullamok sebessége erdsen fiigg attol, hogy milyen hullaimhossztusaga hullamok terjedésérél van szo. Ez a
diszperzid jelensége, ami kismértékben a fény terjedésénél is fellép (hiszen az anyagok torésmutatdja altalaban fiigg a
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szerepet jatszik. Az is mutatja a viz és a hanghullamok kiilénbozdségét, hogy a 2. dbrdn lathato kupképzédés esetén
a hullamfront (példaul a hullamhegyek pillanatnyi helyzetét jelzé vonal) a PQ egyenessel parhuzamos lenne, nem
pedig a kisérletileg jol megfigyelhet6 madartoll-mintazat (1.dbra). A ,csonakhullamok” magyarazatat tehat mashol
kell keresniink!

Induljunk el egészen méas tuton, préobaljuk meg a ,,dimenzidanalizis”, vagyis a mértékegységek tanulmanyozasa se-
gitségével kitaldlni, hogyan fiigghet o nagysaga a v sebességtsl. Vajon milyen adatok, paraméterek hatarozzak meg o
értékét? Nyilvan fiigghet a szdg a g nehézségi gyorsulastol, valamint a viz o strtségétsl, hiszen ezek egyiitt felelGsek
a ,kidomborodo¢” vizfeliiletet visszahuzo erskeért, vagyis a vizhullamok kialakulaséért. Elvben szerepet jatszhat még a
feliileti fesziiltség, de ez csak az erGsen gorbiilt vizfelszinre, tehat az igen révid hullamhosszisaga hullamokra lehet ha-
tassal. Ugyancsak figyelmen kiviil hagyhatjuk a folyadék bels6 sturlodéasat, a viszkozitas jelenségét, ez csak a hullamok
csillapodasat szabja meg, a terjedésiiket csak kdzvetve befolyésolja.

Ha sikeriilt meggy6zni magunkat arrol, hogy a csak v, g és o fliggvénye (a dimenzionalis megfontolasoknal ez a
legkényesebb 1épés!), akkor mar majdnem célba értiink. Irjuk fel a kiilonbozé mennyiségek mértékegységét:[v] = m/s,
[g] =m/ $? 0= kg/ m® ¢és végiil [a] = 1. A kg mértékegység csak o-ban szerepel, s mivel a keresett szog dimenzi6tlan,
arra kell kovetkeztetniink, hogy « nem fiigghet o-t6l. Hasonlo érveléssel adodik, hogy g sem szerepelhet o formulajaban,
s akkor a v sebesség sem jelenhet meg a képletben. A hullam-ék nyilasszoge tehat

a(v, 0,9) = ap = allandd

kell legyen! Ezt a meglepd kovetkeztetést, marmint azt, hogy a egyaltalan nem fligghet a hullamforras sebességétsl, a
kisérleti adatok is alatamasztjak: elegendGen nagy feliiletu és elegend&en mély viz felszinén viszonylag gyorsan mozgd
test hullamkupjanak szoge a test sebességétdl fliggetlen, s a félsz6g nagysaga kb. 20°. Mozoghat a csénak kozepes
sebességgel, vagy nagyon gyorsan, végezhetjiik a kisérletet a Fo6ldon vagy a Holdon, vizben vagy olajban, ez a szog
mindig 20° koriili érték lesz. Vajon miért éppen ekkora?

Diszperzio, fazissebesség, csoportsebesség

A tovabbiakban le szeretnénk vezetni egy olyan egyenletet, amelybdl kiszamithato «g szamértéke. Ehhez természe-
tesen tul kell 1épniink az egyszerid dimenzios megfontolasokon, és fel kell idézniink a hullamtan néhany fontos jelenségét,
fogalmét. A cimben szerepl$ kifejezések koziil a diszperziorol volt mar szo, most ismerkedjiink meg masik két foga-
lommal is. (Azok, akiknek a fazissebesség és a csoportsebesség fogalma, kiszamitasi modja jol ismert, nyugodtan
atugorhatjak ezt a fejezetet.)

Hogyan lehet matematikailag leirni egy hullamot (példaul a vizfelszin alakjat) a ¢ id6koordinata és az z-szel jelolt
térbeli koordinata segitségével? Példaul igy:

(2) H(z,t) = Acos(k -z —w-t),

ahol H a vizfelszin , kiemelkedési magassaga”, A, k és w pedig allandok. Az A mennyiség a hullam legnagyobb kitérését,
a hullam amplituddjat adja meg. A k szam a hullam térbeli periodicitasat fejezi ki, neve: hulldmszdm, kapcsolata a
A hullamhosszal: k = 27\ (igazoljuk!). Az w mennyiség az idébeli valtozas titemét jellemzd korfrekvencia, amely a T'
periodusidébol az w = 27 /T képlet segitségével szamithato ki (ellendrizziik!).
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3. dbra

Ha lerajzoljuk a hullamképet valamely ¢, pillanatban, majd egy kicsit késgbbi to = ¢1 + At pillanatban (3 dbra),
azt latjuk, hogy a hullamhegyek cstcsai egy bizonyos Az tavolsaggal odébbtolodtak. Mivel a hullamhegyek csucsét
jol meghatéarozott ,fazisérték” jellemzi (a koszinusz fliggvény argumentuma 27 egész szamu tobbszorose kell legyen),
(2)-bél leolvashato, hogy k- Az = w- At teljesiil. Ebbdl kovetkezik, hogy a hullamok azonos fazist pontjainak (példéul
a hullam hegyeinek vagy a csomépontjainak) haladasi sebessége:

Az w

Ufazis — At = T
A diszperzid jelensége — vagyis a fazissebesség hullamhossz-fiiggdsége — tgy fogalmazhaté meg, hogy w valamilyen
(altalaban bonyolult, nemlineéris) fiiggvénye k-nak, s emiatt a
w(k)

(3) Vgazis (k) = 5



is hullamszamfiiggs (vagyis hullamhosszfiiggs) mennyiség lesz.

Hix, t)

4. dbra

Ha kiilonb6z6 hullamhosszusagu (kiilonb6z6 hullamszamua) hullamokat ,,6sszeadunk”; egymasra ,,szuperponalunk”,
akkor a végtelen hosszisagban elnytlé szinuszhullam helyett egy véges mérett hullamvonulatot, an. hullémcsomagot
kapunk (4. dbra).

Vajon hogyan mozog egy hullamcsomag, hogyan valtoztatja helyét (és esetleg az alakjat) az id6 multaval? A hul-
lamvonulat egyes Osszetevéi, elemi szinuszhullamai vgs,is sebességgel haladnak, de a hullamcsomag egészének (atlagos)
sebessége ettdl eltérd is lehet. Az, hogy mekkora, a kdvetkezd egyszertd gondolatmenettel derithetd ki.

Adjunk 6ssze két azonos amplitadoja, de kicsit eltérs hullamszamu (tehat kicsit eltérd hullamhosszuséga és emiatt
kicsit eltérd korfrekvenciaju) hullamot:

H(z,t) = A-cos(kix —wit) + A - cos(kex — wat).

a+ﬂ'COSa_ﬁ

Alkalmazzuk ezekutan az ismert cos a+cos 5 = 2 cos azonossagot, és hasznaljuk az (wy +ws2)/2 = w,

(k14 k2)/2 =k, w1 —we = Aw, k1 — ko = Ak jeloléseket. Ezzel a teljes hullamra

(4)

adodik.

A fenti Osszefliggésbdl leolvashatjuk, hogy a szuperpozicié soran kialakulé hullaimkép olyan hulldmcsomagokat

tartalmaz, amelyek to id6 alatt xo = A—: - to tavolsaggal tolodnak odébb (5.dbra), tehat
Aw(k
(5) Ucsoport = %

sebességgel haladnak. A hullamcsomag csoportsebessége az w(k) diszperzios fiiggvény , differenciahanyadoséaval”, ki-
csiny Ak esetén pedig jo kozelitéssel w(k) derivaltjaval egyenls. (A derivéltat az atlagos hullamszam értékénél kell
kiszamitanunk.)

A fenti egyszertd, mindossze két tagbol allo szuperpozicional a hullaimkép nem egyetlen hulliamcsomagbol, hanem
periodikusan ismétl6ds csomagokbol all. (Ez a lebegés jelensége a hullamtanban.) Bonyolultabb hullamdsszetevéssel
valodi hullamcsomag is elGallithato, s ennek terjedési sebességére is az (5) egyenlet érvényes.




A kétféle hullamsebesség, a fazis és a csoportsebesség altaldban kiilonb6z6 nagysagu lehet. A fazissebességet az
w(k) fiiggveny adott pontbeli (adott k-hoz tartozo) szeldjének meredeksége, a csoportsebességet pedig a hullamcsomag
dtlagos hullamszamu pontjahoz tartozé érintdjének meredeksége adja meg (6. dbra):

w
Utzis = 7= tg a,

Aw
Ucsoport = Etg B.

Megjegyezziik, hogy fénynél vagy hangnal az w(k) fliggvény jo kozelitéssel linearis, w(k) = c¢- k, ahol ¢ egy allando.
Ilyen esetben vgssis = Vesoport = C-

Hajoéhullamok és a Thalész-kor

Foglalkozzunk most ismét az eredeti probléménkkal, a vizhulldimokkal! Vajon milyen kapcsolat &ll fenn a k& hul-
lamszam és az w korfrekvencia kozott a foldi nehézségi erdtér hatésara kialakuld tn. nehézségi vizhullimokndl? A
bonyolult hidrodinamikai szamitasok helyett hivjuk segitségiil ismét a dimenzidanalizis modszerét! Feltételezhetjiik,
hogy w a k hullamszamon kiviil csak a g nehézségi gyorsulastol fiigg (gondoljuk végig, mi mastol fiigghetne még), s
mivel [w] = s7, [k] = m ™1, [g] = m - s 2, a keresett fiiggvénykapcsolat csakis

(6) w(k) = A-\/gk

alaku lehet, ahol A egy dimenzidtlan allando. Részletes szamitasok szerint A = 1. (Felhasznaltuk, hogy a viz elég nagy
és elég mély, tovabba hogy a hullamok nem nagyon kicsi hullamhosszisaguaak, ezért a feliileti fesziiltség nem jatszik
lényeges szerepet.)

A (6) Osszefliggesbdl kiszamithatjuk a vizhullamok fazis- és csoportsebességét:

w
Ufazis = E :A\/%a

vy = 2 L VR VR AG 1o
csoport Ak g kl—kg \/H'i‘% 2 k

A vizhullamok erés diszperziot mutatnak, terjedési sebességiik nem adhatoé meg egyetlen szimmal, hanem csak egy
fiiggvénnyel jellemezhetd. Mindkét hullamsebesség ardnyos a hullaimhossz négyzetgyokével, tehat a nagy hullamhosszt-
sagi (lomha) hullimok gyorsabban, a révidebbek pedig lassabban terjednek. Erdekes és a tovabbiak szempontjabol
fontos észrevétel, hogy a nehézségi vizhullamokra fennall a

1

(7) Ucsoport = 7 Ufazis

2

Osszefiiggeés.

terjedés
hulldmirontok  T9NYA

7. dbra

Amikor egy hullamforras (hajo, csénak, vizisiz6) mozog, a mozgasa sordn nem csak egyféle, hanem kiilonb6z6
hullamhosszusagu (hullamszamu) vizhullamokat kelt, s ezek kiilonb6z6 sebességgel terjednek. Vélasszunk ki egy bi-
zonyos k hullamszamot, ehhez tartozik egy ves,is adat, a hullimok azonos fazist pontjainak haladasi sebessége. Ha a
hullamforras v sebességgel halad, akkor egy bizonyos At id6 alatt a 7. dbran lathatdo A pontboél az attol v - At tavol
levé B pontba jut, az A-ban keltett hullam azonos fazisti pontja pedig a ves,is - At tévol levé C pontba. A C pontban
tehat a B pontbelivel azonos fazist a hullam, s ez igaz a BC egyenes minden pontjara. A hullamfrontok tehat olyan
egyenesek, melyeknek a hullamforras sebességével bezart ¢ szogére fennall a

Ufazis

8 iny =
(8) sin ”



Osszefiiggés. Mivel a hullam terjedési irdnya a hullamfrontokra meréleges, a terjedés irdnya a csoénak sebességvektoraval
g —  szoget zar be. Mivel a wvgg,is sebesség fiigg a hullamszamtol, a kiilonb6z6 hullamhosszisagt elemi hullamok

sebességének mind a nagysaga, mind pedig az irdnya kiilonb6z6 lehet.

8. dbra

Tekintsiik most a hullamforras véges ideji, mondjuk 1 masodpercnyi mozgasat. Ha a csonak kezdetben az O pontban
volt, és 1 s alatt a P pontba jutott (8.dbra), akkor az O pontban keltett hullamok kiilonb6z6, a fazissebességiiktol fliggd
Oﬁ irdnyokba indulnak el. A kiilénb6z6 @@ pontok egy félkéron, az OP atmérchoz tartozo Thalészkoron helyezkednek
el.

Mindegyik hullamhosszusaghoz (pontosabban fogalmazva: mindegyik hullim- hosszusag-intervallumhoz) tartozik
egy bizonyos nagysagu csoportsebesség. Ha egy hullamcsomag atlagos fazissebességével haladva 1 s alatt az O pontbél

1
a @-ba érnénk el, akkor maga a hullamcsomag ennyi id6 alatt csak az R pontig jut, ahol (7) miatt OR = 3 0Q. Az

1
R pontok mértani helye tehat egy olyan Thalész-kor, melynek sugara OS = 1 OP.

Gondoljuk azt, hogy a P pontbeli csonakban iiliink, és visszatekintiink a csonak altal keltett hullamképre. A
kiilénb6z6 (atlagos) hullamhossziusagu hullaimcsomagokat a k kor kiilonboz6 R pontjaiban észleljik, vagyis a csonak
haladéasi iranyahoz képest kiilonbo6z6 o szogekben latjuk. Ezen « szogek kozott van egy legnagyobb, a k-t érintg PT
egyenesnek megfelels ay,ax, amelyre fennall, hogy

TS 1

sp 3

azaz max = 19,5°. Ekkora fél-nyilasszogi ék alakjaban kovetik a hullamforrast a vizhullamok, fiiggetleniil a hullam-
forras sebességétol.

A tapasztalat szerint az elegendGen gyorsan mozgd motorcsénakok, hajok valoban kb. 20°-os félszogi ,kupot”
haznak maguk utan, 6sszahangban a fenti (el6szor a mult szazad végén Rayleigh angol fizikus altal kidolgozott) elméleti
megfontolasokkal. Kisebb, 0,5 m/s alatti sebességeknél viszont a hullamkép hatérozottan eltér az elmondottaktol,
az €k szoge a sebesség csokkenésével egyre nagyobbd valik. Ennek az az oka, hogy kis csénaksebességnél a kicsiny
fazissebességi, tehat a kicsiny hullamhossziasaga hullamok a leglényegesebbek, ezek terjedését pedig erésen befolyésolja
a feliileti fesziiltség.

Dimenzionalis megfontolasokbol azt kapjuk, hogy a feliileti fesziiltség altal létrejové an. kapilldris hulldmokra

Sin Qimax =

ok3

(9) (k) = allando - /=~

)

1
ahol o a feliileti fesziiltség, o pedig a viz sirisége. Ezeknél a hullamoknal az igaz, hogy vgszis ~ Vk ~ —, tehat a

rovidebb hullamok terjednek gyorsabban. A kapillaris hullamok és a nehézségi hullamok érvényességi tartomanyanak ko
hatarat a (6) és a (9) diszperzios relacio osszevetésébdl kaphatjuk meg (a dimenziotlan dllandéokat egynek valaszthatjuk,
hiszen nem pontos szamitast, csupan nagysagrendi becslést végziink):

ok3
TO =/ gko,
ahonnan
1
ko = /% ~ 400—,
o m

az ennek megfelel§ sebesség pedig

g m
L= ~0,2—.
vo ko S

A csonaksebességtdl fiiggetlen hullamkép csak vp-nal szamottevéen nagyobb, legaldbb m/s-os hullamforréas-sebesség
esetében varhaté. Ezt a varakozasunkat igazoljak a 137. mérési feladat eredményei is.
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