Elsé (iskolai) fordulé

I. kategoria

1. Két konyvtar koziil az egyikben masfélszer annyi konyv van, mint a mésikban. Mindkét konyvtar 4j konyvekkel
gyarapodott, 80 illetve 100 darabbal. Ezzel a két konyvtar készleteinek aranya 3 : 4 lett. Hany konyv lehetett eredetileg
a két konyvtarban egyiittvéve?

(10 pont)

2. Az ABCD paralelogramma tetsz6leges belsé pontja P. Huzzunk P-n 4t parhuzamosokat az oldalakkal, igy a pa-
ralelogramméat négy részre vagjuk szét. A négy rész koziil haromnak a teriiletét ismerjiik, ezek: 15 cm?, 9 cm?, 12 cm?.
Mekkora a negyedik rész teriilete?

(11 pont)
3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szamok halmazan:
. 37
tg x4+ ctg x+ 1 =sin x—i—z .
(13 pont)
4. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlGtlenséget a valos szamok halmazan:
log, 2 + log, (472 +9) < log, (10(1 +2"7?))
(,,a” valos paraméter).
(13 pont)
5. Oldjuk meg a természetes szamok halmazéan az x2 + zy — y = 1992 egyenletet!
(15 pont)

6. Az ABC haromszogben (a szokasos jelléseket hasznélva) o > 8 és a > 7. Az A csicsbol huzott magassag
talppontja D. A k kor érintse a BC oldalt a D pontban, és az AB oldalt M és N, az AC oldalt P és Q) bels6

pontokban messe. Bizonyitsuk be, hogy
AM + AN  AC

AP+ AQ  AB’
(18 pont)
II. kategoria

1. Oldjuk meg a valos szamok korében az

log,(z +y) + log, (z +y) = 4,
(z-Dy-1)=1

egyenletrendszert.

2. Adott az ABCD tetraéder. Hatarozzuk meg a tetraéder belsejében azoknak a P pontoknak a halmazat, amelyekre
az ABCP tetraéder térfogata egyenls az ABDP tetraéder térfogatavall

3. Az egységnyl teriileti A1A2A3A4A5A6 konvex hatszfjg olyan, hOgy az A1A3, A2A4, A3A5, A4A6, A5A1, AGAQ
atloinak felezGpontjai szintén egy konvex hatszog csticsai. Mekkora ez utobbi hatszog teriilete?

4. Hatérozzuk meg azt a maximalis keriiletd téglalapot, amelynek két cstcsa egy adott félkor atmérGjére, mé-
sik két cstucsa pedig a félkor ivére illeszkedik. A félkor ismeretében adjunk eljardst a maximélis keriileti téglalap

megszerkesztésére!

5. Az x és y pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy (= —y)1992 = (x—i—y)lggl. Hatarozzuk meg az xy szorzat legkisebb

értékét!
Valamennyi feladat 7 pontot ér.
III. kategoria

1. Egy n pozitiv egész Osszes (pozitiv) osztojanak Gsszegét elosztjuk ugyanezen osztok reciprokainak az Gsszegével.
Mit kapunk eredményiil?

2. Egy szabalyos tetraéder koré irt gomb sugara R. Mekkora annak a gémbnek a sugara, amely a tetraéder harom
lapjat és a tetraéder koré irhaté gdbmbot beliilrdl érinti?

3. Bergengdécidban haromféle fémpénz van forgalomban, ezek — névekvs értéksorrendben — az alig, a bago és a
csenevész. Marton és Nandor a kovetkezs jatékot jatsszdk. Marton elévesz egy altala valasztott érmét, erre Nandor
koteles a masik két fajtabol egyet-egyet elvenni. A harom érmét egyszerre feldobjak, és azé lesz mindharom érme,
akinek az frdsra esett érméje vagy érméi nagyobb Osszértéket képviselnek. Ha csupa fej jon ki, akkor mindenki megtartja



a sajat pénzét (mas esetben nem fordulhat elg dontetlen). A fitk észreveszik, hogy a jaték mindig igazsagos, akarmelyik
érmét is veszi el6 Marton. Kérdés: hany aligot ér egy csenevész?

4. Xénia és Olivér az améba jaték alabbi valtozatat jatsszék. Egy (minden irdnyban végtelen) négyzethalds papiron
felvaltva Xénia egy tetszGleges négyzetbe egy x jelet ir, illetve Olivér két tetszGleges négyzetbe egy-egy o jelet ir.
Olivér akkor nyer, ha vizszintesen vagy fiiggSlegesen egymas mellett szaz o jelet elér, egyébként a jaték a végtelenségig
folytatédik. Meg tudja-e akadalyozni Xénia azt, hogy Olivér gy6zzon?

5. Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer Gsszes olyan megoldasat, ahol x,y, s és ¢ racionalis szamok:
P+ (s+a)=s"+y* = (y+t)>+2%

Valamennyi feladat 7 pontot ér.

A verseny masodik forduléjanak feladatai

I. kategoria

1. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet;:

\/sin4x+4cos2x+ \/cos4x+4sin2x= 3.

2. Bizonyitsuk be, hogy az
y =log5_1)(7T—2vx — )
egyenletnek a pozitiv egész szamok halmazan pontosan egy z;y szampar megoldasa van!

3. Mennyi az 0sszege azoknak a pozitiv, 1-nél kisebb értéki torteknek, melyeknek a nevez§je nem nagyobb 1992-nél?

4. Az ABCD négyzet A csicsabol huzott egyik félegyenes a BC oldalt M, a masik félegyenes a C'D oldalt N
pontban metszi. Jeloljiik az AM szakasz és a BD atlo metszéspontjat P-vel, az AN szakasz és a BD atlo6 metszéspontjat
Q-val. Az M AN < legyen 45°. Szamitsuk ki az AM N haromszog teriiletét, ha az APQ haromszog teriilete 20 cm?.

5. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet;:

22 48 x 4
—+—==10(=-—-—].
3+:E2 (3 :E)

II. kategoria

1. Egy N négyjegyi szamrol a kovetkezSket tudjuk: szamjegyei 0-t6l és egymastoél is kiilonbozsk; oszthaté 3-mal;
N az Osszes olyan kétjegyi szam Osszegének kétszerese, amelyeknek jegyei N szamjegyei (a kétjegyd szamok kozott
azonos jegytek is lehetnek). Adjuk meg N-et!

2. Legyenek OAB és OA’' B’ azonos koriiljarast, kozos belss pont nélkiili szabalyos haromszogek. Legyen tovabbéa az
OAB haromszog stlypontja S és az AB’ szakasz felez6pontja F. Bizonyitsuk be, hogy az SF A" haromszdg derékszog.
Mekkorak a hegyesszogei?

3. Igaz-e, hogy az olyan nyolc csicst konvex poliéderek kozott, amelyek csicsai egy egység sugard gémbon vannak,
a kocka térfogata a legnagyobb?

4. Az (ay,) sorozat képzési szabélya a kovetkezd:

1
a1=§

Gpt+1 = Gn (1—%), ha n>1.
Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges n-re ) )
m <a, < \/ﬁ
III. kategoria

A mdsodik — egyben dontéd — fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egészre

/2, 1\ * n—2k "y 1\
> (W6 @ -6 wls)



2. Az ABC héaromszog beirt korének kézéppontja K, és ez a kor a BC, AC, ill. AB oldalakat rendre az A, By, ill.
C1 pontokban érinti. Bizonyitsuk be, hogy az A1 K és B1Cy egyenesek az A-bol induld silyvonalon metszik egymaést.

3. Létezik-e olyan, egész szamokbol allo6 halmaz, hogy minden pozitiv egész pontosan egyféleképpen &ll el§ két
halmazbeli elem kiilonbségeként?

A verseny harmadik forduléjanak feladatai
I. kategoria
1. Igazoljuk, hogy az f: R — R, f(x) = (z—1)(x —3)(x —4)(z — 6) + 9 fiiggvény értékkészletéhez negativ szamok
nem tartoznak! Van-e a fiiggvénynek zérushelye?
2. Bizonyitsuk be, hogy ha

T, y, 2 6 Vr+y+vz

racionélis szamok, akkor

Va, Vs vz

mindegyike racionélis szam!
3. Az AF &tmérsji egység sugaru félkoron adottak az AB, BC, CD, DE hurok, amelyeknek a hossza rendre
a, b, ¢, d. (A harokhoz tartozd koriveknek nincs kozos bels6 pontja.)
Igazoljuk, hogy
a® + % + ¢® + d* + abe + bed < 4.

IL. kategoria

1. Allitsuk el6 egy racionalis p paraméter fiiggvényeként (azaz r = f(p) alakban) az Osszes olyan r racionalis
szamot, amelyre a 67° — 5r 4+ 9 egy racionélis szam négyzete.

2. Az ABCD tetraéderben AB > CD, és a tobbi él nem hosszabb CD-nél. Bizonyitsuk be, hogy a tetraédernek
van olyan csdcsa, amelyre illeszkeds 3 élb6l hegyesszogl haromszog szerkeszthetd.

3. Legyenek aj, ag, ..., a7 kiilonboz6 pozitiv egészek. Képezzilik az Osszes ( j alaka szamot, ahol (a;, a;) az
A, aj
a
a; és a; legnagyobb kozos osztoja (i = 1,2,..., 7; j = 1,2,...,7). Bizonyitsuk be, hogy az ' szamok koziil a
a;, aj

legnagyobb legalabb 7.



