Marcius 27-én keriilt sor a moszkvai Nemzetk6zi Matematikai Didkolimpiara el6készité masodik versenyre. A részt-
vevknek a kovetkezs feladatokat kellett megoldaniuk:

1. Szét lehet-e vagni egy egységkockit 100 téglatestre gy, hogy a téglatestek koré irt gombok térfogatainak az
Osszege a kocka koré irt gomb térfogataval legyen egyenlé? Egy ilyen szétvagasnal mekkora lehet maximélisan egy
résztéglatest két élének a kiilonbsége?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy egy ilyen szétvagasnal a téglatestek sziikségképpen kockak. Szamozzuk meg a
téglatesteket, s legyenek az i-edik téglatest élei a;, by, ¢;; ennek térfogata a; - b; - ¢;, koré irt gombjének a térfogata
%(a? + b2 + ¢2)%/?, az egységkocka koré irt gdmb térfogata % -V 27.
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Az els6 egyenlGség azt fejezi ki, hogy a téglatestek koré irt gombok térfogatdnak az Osszege egyenld a kocka koré
irt gdmb térfogataval. Ezutan a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget alkalmaztuk az a?,b?, c? szamokra.
Az utolsé egyenlGség szerint a téglatestek térfogatanak Osszege az egységkocka térfogatat adja.

Igy az egyenlétlenségnél minden i-re az egyenlGség teljesiil, azaz a; = b; = ¢;, a szétvagas Osszes téglateste kocka.
A maésodik kérdésre a valasz tehat nulla.

Elsbbi gondolatmenetiink azt is mutatja, hogy ha a szétvagas csupa kockabol all, akkor azok koriilirt gémbjei
térfogatanak 0sszege egyenls az egységkocka koreé irt gomb térfogataval. Elegendd tehat egy 100 kockabol allé szétvagast
mutatni.

Végjuk a kockat elGszor 27 egybevago (1/3 élhosszusagn) kis kockara. Az egyik saroknal ezekbdl 8-at egy 2/3 x
2/3 x 2/3-0s kockava egyesitiink. Eddig 20 kockank van. Ezek koziil kett6t ugyanigy 20 részre vagunk, hatot pedig 8
egybevago kockara. Az igy kapott kockdk szama:

20-2+2-20-6+6-8=100.

2. Az z1,29...,2, valos szamokra 0 < z; < 1 teljesiil. Legyen s, = x1 + ... + x5,
Bizonyitsuk be, hogy

o]+ a5 4. 22 < [sp] 4 {sn}P

Megoldas. A bizonyitas torténhet példaul teljes indukcioval; az indukcios lépés igazolésa [s,] — [sn—1] lehetséges
értékei szerinti esetszétvalasztassal konnyen elvégezhets. Most egy masik lehetséges utat mutatunk.
Induljunk ki a kovetkez6 egyenlGtlenséghdl: legyen 1 < x9,7 > 0; ekkor

(1 —7)* + (z2 +7) = 27 + 25 +2r% + 2r(zg — 1) > 23 + 23.

Ez azt jelenti, hogy ha két szam ugy valtozik, hogy az Osszegiik allando, mikézben kiilonbségiik ng, akkor négyzet-
Osszegiik is né.

Valtoztassuk most az x; . .., x,, szdmokat a kévetkez6képpen. Tegyiik fel, hogy valamely i # j-re x; és z; egyike sem
egész. Tartsuk Osszegiiket allandoan (a kezdeti z; + z; értéken), kiilonbségiiket pedig noveljiikk addig, amig (legalabb)
egyikiik egész nem lesz. Ekkor az 4j xi1,...,z, szamokra is 0 < x < 1 teljesiil, a négyzetosszegiikk — vagyis a
bizonyitandoé egyenl&tlenség bal oldala — nétt, a jobb oldala viszont nem valtozott. Ismételjiik az ilyen lépéseket addig,
amig lehet. Minthogy az x1,...,x, kozti egészek szama minden lépésben nd, ezért a lépéseket legfeljebb n — 1-szer
hajthatjuk végre. Ekkor mar az x;(i = 1,...,n) szamok legfeljebb egy kivétellel egészek. Mivel az egyenl6tlenség bal
oldala mindig nétt, jobb oldala pedig nem valtozott, ezért ha az atalakitasok utan fennéll a kérdéses egyenlStlenség,
akkor kiindulaskor is teljesiilt.

Ha mindegyik z; egész, akkor x? = z;, valamint s,, egész; igy

o ad =a o m, =8y = [50] = [s0] + 0 = [s,] + {sn}2

Ha a szamok egy kivétellel (legyen az példaul az x;1) egészek, akkor
24 =2t a4 A m =27 4 [s0] = [sn] + {sn}?,

hiszen 0 < x1 < 1 és xo + ...+ x, egész, tehat {s,} = x1,[sp] =22 + ... + 2.



Ezzel belattuk, hogy az atalakitasok utan fennall az egyenlétlenség, s az elmondottak alapjan ebbdl mar kovetkezik,
hogy az eredeti szamokra is teljesiilt. Rogton lathaté az egyenldség feltétele is: az x; szamok koziil legfeljebb egy nem
lehet egész.

3. Adjuk meg azt a legnagyobb pératlan szamot, amellyel az alabbi Osszeg oszthato:
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Megoldas. Fejtsiik ki a kovetkezs (komplex szamokat is tartalmazo) kifejezéseket a binomialis tétel segitségével:
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Az n helyébe 1992-t irva, majd Osszeadva ezt a négy egyenlGséget kapjuk, hogy
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4. K 909>+< 949>+..} = 21992 4 9996 .9 . ¢05(1992 - 45°) =

= 21997 1 2997 c0s(249 - 360°) = 2997 42997 . 1 = 2997 (295 4 1),

Ebbdl leolvashat6, hogy a legnagyobb paratlan oszté a 299 + 1.



