A héaromszog és a tetraéder geometridjdban szamos parhuzam fedezhetd fel. A haromszogekre vonatkozd tételek
tekintélyes részének a megfelelGje megtaldlhaté a tetraéderek korében is. Egyik legjellegzetesebb példaja ennek a
tetraéderbe irt gémb sugardnak a meghatarozasa, amely pontosan ugyanazt az utat kdveti, mint a haromszogbe irt
kor sugaranak a kiszamitasa, és ennek megfelelGen a két eredmény szerkezete is megegyezik; a haromszogbe irt kor r
sugara:
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ahol t a haromszog teriilete, k pedig a keriilete; a tetraéderbe irt gomb p sugara:
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ahol a V' a tetraéder térfogata, A pedig a felszine.

Ugyanekkor azt is meg szoktak emliteni, hogy ezt a parhuzamot mar nem talaljuk meg, ha a hdromszog koré irt kor,
ill. a tetraéder koré irt gdbmb sugarat akarjuk kifejezni a haromszog, ill. a tetraéder néhany jellegzetes alapadatanak a
segitségével.

A kovetkezSkben mégis megadunk e két sugartipusra egy szerkezetileg teljesen hasonld kiszamitasi modot, a ha-
romszognél ez némileg bonyolultabb a szokasos eljarasnél.

Felhasznalunk egy egyszerid (kettSs) segédtételt:

1. Ha az ABC haromszdgnél a B’ ill. C' az A-bol indulé oldalakat tartalmazo félegyeneseknek egy-egy pontja,
akkor az ABC haromszog t és az AB’'C’ haromszog t' teriiletének az aranya:

t:t'=AB-AC: (AB' - AC').

2. Ha az ABCD tetraédernél B',C’, D' az A-bol indulé éleket tartalmazo félegyenesek egy-egy pontja, akkor az
ABCD tetraéder V és az A'B'C'D’ tetraéder V' térfogatanak az arnya:

V.V = AB.AC-AD: (AB' - AC' - AD').
Az els6 rész allitasa kozvetleniil kovetkezik abbol, hogy 2t = AB - AC'sinvy és 2t' = AB’ - AC’ sin+, ahol v = BAC«.

A masodik résznél figyeljiik meg (1. dbra), hogy ha BAC< = 7y és az AD félegyenes az ABC' sikkal ¢ szoget zar
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be, akkor a két tetraédernél az alaphiromszogek teriiletei §AB - AC'sin#y, ill. §AB' - AC’sinv, a hozzajuk tartozo
magassagok AD sin g, ill. AD’ sin ¢, ezért térfogataik:

1 1
V= EAB -AC - ADsinvy singp és V = EAB/ - AC" - AD' siny sin p,

amibdl mar koézvetleniil kovetkezik a segédtétel allitasa.



2. abra

A héaromszog koré irt kor R sugardnak a kiszamitasdhoz valasszuk ki a haromszog egy olyan cstucsat, amelybdl
indul6 oldalak egyike sem tartalmazza a kor O kozéppontjat (a 2. dbrdn ez az A csics); a haromszognél a szokasos
jeloléseket alkalmazzuk. Az A-bol induld koratmeérs masik végpontja legyen P. A P pontbeli ¢’ korérinté az AB, ill.
AC oldalegyeneseket a B’, ill. ¢’ pontokban metszi, ¢’ nyilvan parhuzamos a kor A pontbeli érintSjével, e-vel. A
keriileti szogek tétele szerint e az AB oldalegyenessel a y-val egyenls v, szoget zarja be, viszont v = AB'C'< = v,
mivel valtoszogek. Igy az ABC és AC’'B’ hasonlé haromszogek, minthogy két-két szogiik egyenls; hasonlosagukbol
kovetkezik, hogy megfelels oldalaik ardnya egyenl6:
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Az APB' derékszogl haromszogben PB mer6leges AB'-re, mivel AP kératmérs, PB tehat az atfogohoz tartozo
magassag. A befogo-tétel szerint 4R? = ¢ - AB’; hasonléan kapjuk az APC’ derékszogii haromszoghdl, hogy 4R? =
b- AC’, ezekbél

4R? AR? AR?-a

;U r_ =t A o 1o
(1) AB o AC 0 esisy B'C »

Segédtételiink 1. részébdl kovetkezik, hogy ha ABC teriilete t, AB'C’ teriilete pedig t', akkor

v tAB' - AC’
o be '

Viszont az AB'C’ haromszdgben a B'C’ oldalhoz tartozé magassag AP = 2R, ezért
t'=B'C'-R.
E két teriiletkifejezés jobb oldalai tehat egyenldk, végezziik el benniik az (1)-b&l adodé helyettesitéseket:

t 4R’ 4AR* 4R%.a
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egyszertsitések és rendezés utdn ebbdl a jol ismert

abc
R=—
4t
képletet kaptuk.
Térjiink most ra a tetraéder koré irt gémb sugaradnak a meghatarozasara. Legyen az ABCD tetraéder térfogata
V', a koré irt gomb kozéppontja O, sugara R; vezessiik be tovabba az AB = ¢, CD = ¢y, AC =b, BD = by, AD = q,
BC = a; jeloléseket (tehat a tetraéder szemkozti éleit jeloljiik ugyanazzal a bettvel).



3. dbra

Vizsgalataink egyszertisitése céljabol valasszuk ki a tetraéder egy olyan csiicsat, amelyen dtmend élek egyike sem
tartalmazza O-t, legyen ez A (8. dbra). Az A-n atmend gémbatmérs A-val ellentétes végpontja legyen P. A gémb P
pontbeli érintésikja az AB, AC, AD egyeneseket rendre a B, C', D' pontokban metszi. Mivel az érintésik merdleges
AP-re, az APB’, APC’, APD' derékszogi haromszogek.

Minthogy AP gémbatmérs, AB merdleges PB-re, ezért az APB’ derékszogti haromszogben PB az atfogohoz
tartozé magassag.

Alkalmazzuk erre a haromszogre a befogo-tételt:

AB-AB' = AP?, azaz c¢-AB =4R?,

ebbdl:
4R?
(2) AB' = —,
c
hasonl6an kapjuk:
4R? 4R?
(3) AC' = — & AD = —.

a
Ebbdl is kovetkezik, hogy az ABC és AC’' B’ haromszdgek hasonlok, mivel (2)-b6l és (3)-bol
¢ AB  AC'

b AC AP

adodik, a két haromszog tehat megegyezik egy szogben és az azt kozrefogo oldalak aranyaban. A hasonlosag kovetkez-
meénye, hogy

BC  AB
B'C' AC”
vagyis (3) felhasznalasaval
ap b
B'C"  4R?’
azaz )
B'C' = ﬁaal,
abc
hasonléan kapjuk:
2
C'D = ﬁ001
abc
“ 4R?
D'B' = ——bb;.
ab

Eredményiink azt jelenti, hogy

*) létezik olyan H hdromszog, amelynek oldalai aay, bby, ccq,



b
hiszen B'C’D’-re Z—RCQ aranyu hasonlosagot alkalmazva éppen a H haromszoget kapjuk meg. Ha H teriiletét T-vel

jeloljiik, B'C’ D’ teriilete:
16 R*
e
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Segédtételiink 2. része szerint az AB'C'D' tetraéder térfogata (2) és (3) felhasznalasaval

_ V.AB'-AC'-AD' V-6AR’
a abc oAb

V/

Viszont az AB'C’'D’ tetraéder B'C’' D’ lapjahoz 2R hosszlisagt magassag tartozik, ezért térfogata, V' az alapteriiletbdl
és a magassagbol kiszamithato:
g I6RUT 2R 32R°T
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A térfogat két kifejezésének egyenlGségébdl kapjuk,hogy

V.GARS  32R°T
a2b2c2  3a2b2¢2’

T
amibdl a tetraéder koré irt gomb sugarképlete: R = v
A képletnek ezt a formajat von Staudt (1798-1867) német matematikusnak tulajdonitjak. Eszerint:

a tetraéder koré irt gomb sugdrhosszat gy kapjuk meg, hogy annak a hdromszognek a teriletét, amelynek oldalai a
szemkozti élek szorzatdval egyenld, elosztjuk a tetraéder térfogatdnak a hatszorosdval.

Megjegyzések: 1. A haromszog kore irt kor sugarképletét ugy is felfoghatjuk, hogy a sugarat a haromszog oldalaival
fejezziik ki, hiszen a teriilet Heron képlete alapjan az oldalakboél kiszamithato.

Ugyanez a tetraéder sugarképletérdl is elmondhaté, mivel a tetraéder térfogata kifejezhets az élek segitségével. Ezt
a nem tul egyszerd kifejezést determinans alakjaban szokas megadni (1. pl. Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometriaba,
318 old.).

2. Levezetéseinkben a P pont kivalasztasara vonatkozé kikotés nem lényeges, a P barmelyik csiicson atmend atmérd
végpontja lehet.

3. Meggondolasainkban egyes részeredmények a térgeometria tobb érdekes mozzanatéra vilagitanak ra. A tetraéder
koreé irt gomb cstcsokhoz tartozd érintdsikjaival parhuzamos sikok mind a H haromszoghoz hasonldé haromszogben
metszik a tetraédert. A 3. dbrdn észrevehetjiik, hogy a BOC'B’ és DCC' D’ négyszdgek hiirnégyszogek. Ebbol kovet-
kezik, hogy a BCD és B'C’' D’ haromszdgek egy gémbon vannak, és minden olyan gémb, amely a tetraéder valamelyik
lapharomszogének harom csticsan atmegy, a haromszogon kiviili élekb&l H-hoz hasonlé hdromszoget metsz ki.

A (x)-gal jelzett eredményiink egy érdekes kovetkezménye: Ha P az ABC szabalyos haromszog sikjan kiviili pont,
akkor a PA, PB, PC, szakaszokbol mindig szerkeszthet6 haromsz6g. (Koénnyen bizonyithato, hogy ez csak szabalyos
haromszogre igaz).

Ha a tetraéder lapjai egybevagd haromszogek (egyenld oldala tetraéder), akkor szemkozti élei sziikkségképpen egyenls
hossztak. (%) ebben az esetben azt mondja ki, hogy ha a tetraéder lapjainak oldalhosszai a, b, ¢, akkor létezik a®, b?,
¢? oldalt haromszog is. Ez azonban azt jelenti, hogy pl. a® + b* > ¢, ami egyenértékid azzal, hogy az a és a b oldalak
szoge hegyesszog, tehat az egyenls oldalu tetraéder lapjai sziikségképpen hegyesszogl haromszogek.

4. Felmeriil a kérdés, hogy fel lehet-e venni a tetraéder élein egy-egy belsé pontot gy, hogy az egy csticsbol induld
éleken 1év6 pontok egy H-hoz hasonlé haromszog csicsai legyenek. Ha ez lehetséges, akkor a hat felvett pont konvex
burka egy nyolc haromszoggel hatarolt test (négyszogre épitett kettds gula, un. altalanos oktaéder), amelynek négy
lapja H-hoz hasonlé. Megmutathato, hogy ez lehetséges abban az esetben, ha a tetraéder magassagpontos (ortocent-
rikus), azaz magassigai egy ponton mennek at és lapjai hegyesszogi haromszogek. Ennek az oktaédernek érdekes
tulajdonsaga, hogy a szoban forgo tetraéderbe irhatd oktaéderek koziil ennek az élosszege a legkisebb.



