A cimben szerepls fogalmak nyilvan ismerések azoknak, akik olvastak Raymond Smullyan: Mi a cime ennek a kényov-
nek c. konyvét (Mdszaki Konyvkiado, 1988), azoknak pedig, akik ezt elmulasztottdk volna eddig, melegen ajanlom.
Igaza volt Martin Gardenernek, a Scientific American kritikusanak, amikor a konyvrél, mint a valaha irt legeredetibb,
legtartalmasabb és legmulatsagosabb logikai feladatgytjteményrsl nyilatkozott. Az igaza volt” malt idejd hasznéalata is
helytallo, ha figyelembe vessziik, hogy azéta a konyv folytatasa is megjelent A hélgy vagy a tigris? cimmel (TypoTEX
Kiad6—Miiszaki Kényvkiado, 1991).

Képzeljiik el, hogy egy bizonyos sziget lakoéi kizarédlag lovagok, akik mindig igazat mondanak, és 16kotdk, akik
mindig hazudnak. Feltessziik, hogy legalabb egy lovag és legalabb egy 10kt lakja a szigetet. A sziget lakoi kiillonbozd
klubokat alakitanak. Egy lakos tobb klubhoz is tartozhat, és minden klubnak van legalabb egy tagja. Ha adott két
nem feltétleniil kiilonb6z6 A és B lakos és egy tetszileges C' klub, akkor A vagy azt allitja, hogy B tagja a C klubnak,
vagy azt, hogy nem tagja C-nek. Tekintsiik most a kovetkezs két feltételt.

G (Godeli feltétel): Bdarmelyik adott C klub esetén van olyan lakdja a szigetnek, aki azt dllitja, hogy & tagja
C-nek.

GG (Kétszeresen godeli feltétel): Ha adott két tetszdleges klub, Cy és Ca, akkor van két olyan lakos, A és B,
hogy A azt dllitja, hogy B tagja C1-nek és B azt dllitja, hogy A tagja Cs-nek.

Az els6ként emlitett konyv 239. oldalan szerepel a kovetkezd probléma (268a. feladat).

»--amennyire én tudom, a G és a GG feltételek egyike sem kovetkezik a masikbol. Be tudna bizonyitani, hogy
sejtésem igaz? (Vagy esetleg cafolni, de nagyon valoszinttlen, hogy sikeriil.)”

Amikor a konyv olvasasa kézben ideértem, természetesen rogtén nekilattam, hogy a kivant bizonyitast elvégezzem,
csakhogy nyomban egy mésik problémaval taldltam szembe magam: a GG feltételben a C; és Co klubok, ill. az A és
B lakosok egybeesése megengedett-e? Ha ui. mindegyik esetet szamba vessziik, akkor a GG lényegében négy feltételt
jelenthet.

GGy : GG — megengedve, hogy Cy = (Cs, ill. A = B legyen.

GG : GGy — azzal a megszoritassal, hogy Cy # Cs.

GG3 : GGy — azzal a megszoritassal, hogy A # B.

GGs : GGy — azzal a megszoritassal, hogy C1 # Cs és A # B.

Jelen cikk {6 célja, hogy a G és a GG; (i =0, 1, 2, 3) feltételekkel egyenértéki, viszonylag attekinthets feltételeket
adjon, és ezaltal eldontse, hogy ezen feltételek koziil melyik kovetkezik a masikbol. Az 5 feltétel (G és GG;) alapjan
legfeljebb 32 tipusa létezik a szigeteknek, aszerint, hogy az egyes feltételek teljesiilnek-e vagy sem. Latni fogjuk, hogy a
32 elvileg lehetséges tipus koziil csak 7 ,valosulhat meg”, ezekbdl 6 tipus bemutathaté mar egy-egy kétlakosu szigettel
is (egy lovaggal és egy 10kotével), a fennmaradé 7. tipushoz viszont mar legalabb harom lakos sziikséges (egy lovag és
két 16k6t6) — ezzel a konyv 268c. feladatat is részben megoldjuk.

A r6videbb irasmod kedvéért hasznélni fogjuk a formalis logika A (és), V (vagy), - (nem), = és < (kovetkeztetés),
& (ekvivalencia) jeleit, tovabba a halmazelmélet jol ismert jeloléseit (@, €, C, U, N stb.). S-sel jeloljik a sziget
lakoinak halmazat, X -szel a lovagok, Y-nal a 16kot6k csoportjat. Tehat S = X UY, ahol X NY = (). Tetsz6leges H C S
esetén H = S — H a H (S-re vonatkoz6) komplementere.

Mindenekel6tt nyilvanvalo, hogy

(1) GG2 = GG3 = GGl és GG2 = GGO = GGl,

vagyis GG2 a leger&sebb és GG a leggyengébb feltétel.

1. Ennek alapjan els6ként tegyiik fel, hogy szigetiinkon —GGs teljesiil, azaz vannak olyan Cj és Cs klubok, hogy
tetszbleges két kilonbozd A és B lakos esetén A azt allitja, hogy B nem tagja Ci-nek vagy B azt allitja, hogy A nem
tagja Co-nek, amit igy jelolink A: | B ¢ C1” vagy B: ,A ¢ Cy”.

1.1. eset, amikor Ci-ben is és Cs-ben is van lovag. Ekkor tetszéleges Ch-beli x; és Cs-beli x5 lovag esetén xy:
»To € C9” és xo: ,x1 € C17, vagyis x1 és xo nem lehetnek kiilonbozéek. Ezek szerint Ci-ben és Ca-ben ugyanazok a
lovagok vannak, s6t C1-ben és Cy-ben Osszesen csak 1 lovag van: legyen ez J.

1.1.1. eset, amikor C;-nek vagy Ca-nek legalabb 2 tagja van. Legyen pl. |C1] > 2, ekkor C1-ben van egy y; 16k6t6.
Ha x; tetsz6leges lovag, akkor x1 és y; kiilonbo6zsek, tovabbé x1: ,,y1 € C1”, vagyis sziikségképpen y1: ,,x1 ¢ Co”, azaz
x1 € Cy. Tehét az Osszes lovag Ca-ben van, ami azt jelenti, hogy J az egyetlen lovag a szigeten. Természetesen ugyanez
all |Cy| > 2 esetén is. Legyenek most y; € C és yo € Cs tetszoleges szigetlakok (ha ilyenek egyaltalan vannak). Ekkor
Y1 és yo 10k6t6k, hiszen a sziget egyetlen lovagja (J) tagja Ci-nek is és Ca-nek is. Tehat y1: ,,y2 € Co” és ya: ,y1 € C”,
vagyis y1 = y2, amibdl kévetkezik, hogy C; = Co = {K}, ahol K 16kots. Ha y; vagy y» nem létezik, akkor C; vagy
C, iires, és igy C, = S vagy Cy = S. Ezek szerint ebben az esetben sziikséges, hogy teljesiiljon az alabbi két feltétel
valamelyike.

Fy: A sziget lakoi klubot alkotnak. A szigeten egyetlen lovag él.
Fy: Van olyan klubja a szigetnek, amely e l6kitd kivételével mindenkit tartalmaz. A szigeten egyetlen lovag él.

Az is kdnnyen lathato, hogy Fy vagy Iy teljesiilése esetén a szigeten -GGo. Ha ui. Fy fennall, akkor legyen a GG4
feltételben C; = S és Cy = S. Ezzel tetszbleges A és B lakosok esetén ha A: |B € C1” és B: ,A € Cy”, akkor A és B
lovagok, vagyis A = B. Ha pedig F» teljesiil, akkor legyen Cy és Cs a feltételben szerepls { K} klub, ahol K 16kot6.




Ezzel tetszoleges A, B € {K} mellett ha A: B € C1” és B: ,A € Cy”, akkor B € C7 és A € Cy alapjan A és B
lovagok; de Gsszesen csak egy lovag van a szigeten, vagyis A = B. Ha pedig pl. B = K, akkor A: | K € C;” és K:
»A € 0y esetén A ¢ Cy (hiszen K 16k6t6), azaz A = K, A= B.

1.1.2. eset, amikor Cy és Cs is csak 1 tagot szamlal. Mivel J tagja Ci-nek is és Co-nek is, ezért Ch = {J} = Cs.
Legyenek most y1 és y» tetszéleges 16kotSk. Ekkor yi ¢ C1 és yo ¢ Co, azaz yi: ,y2 € C2” és yo: ,y1 € C17, vagyis
y1 = y2, amibdl |Y]| = 1 kévetkezik. Igy ebben az esetben sziikséges az alabbi feltétel.

F3: Van olyan klubja a szigetnek, amelynek tagsdgdt egyetlent lovag alkotja. A szigeten egyetlen [6kotd él.

Az F; feltétel elégséges is, azaz F5 = —~GG5. Legyen ui. Cp és Cy a feltételben szerepls {J} klub, ahol J lovag.
Ezzel tetsz6leges A, B € {J} mellett ha A: ,B € C” és B: ,A € Cy”, akkor B ¢ C} és A ¢ Cy alapjan A és B 16kotok;
de Osszesen csak egy 10kot6 van a szigeten, vagyis A = B. Ha pedig pl. B = J, akkor A: | J € Cy” és J: ;A € CY’
esetén A € Oy (hiszen J lovag), azaz A =J, A = B.

*

Kis kitérs kovetkezik. Erdemes Osszehasonlitanunk az Fh és Fy, feltételeket, ill. az Fb = -GGy és F3 = —GGs
relaciok bizonyitasat; ezek bizonyos értelemben egymés duélisanak tekinthet6k. A szép szimmetriat meg is tudjuk
magyarazni, ha bevezetiink egy 4j fogalmat.

Tegyiik fel, hogy S szigetiinkén mindenkinek van személyi igazolvinya, amely tartalmazza, hogy az illeté lovag-e
vagy 16kots, tovabba minden klubhoz tartozik egy rovat, ami azt jelzi, hogy az illet§ annak a klubnak tagja-e vagy sem.
(Az adatok hitelességét szavatolja az a tény, hogy az igazolvanyt kizardlag lovag hivatalnokok tolthetik ki). Marmost
képzeljiik el, hogy egy teliholdas éjszakdn mindenkinek ellopjuk a személyi igazolvanyat, és pontosan az ellenkez&jére
valtoztatjuk benne az adatokat. Varazslatunk annyira hatasos, hogy a lovagok valéban 16kotskkeé, a 16koték valoban
lovagokké valnak. Ezzel lényegében egy 1j, S’ szigetet hoztunk létre, ¢j klubokkal. Az S’ szigetet — az 6t létrehozo
f:S — S kolcsonosen egyértelmii megfeleltetéssel — az S dualisdnak hivjuk. (Az f : S — S’ frasmod arra utal, hogy
az f az S minden lak6jdhoz, ill. klubjahoz az S’ egy-egy lakojat, ill. klubjat rendeli.) Az f két lényeges tulajdonsaga
— amely lényegében mar meghatarozza 6t — az ,jigazmondas” és a ,klubtagsag-valtas”. Most mar azt is nyugodtan
elképzelhetjiik, hogy az S’ sziget a Fold masik oldalan van, mint az S. Az is lathato, hogy az S’ dualisa lényegébenEl
az eredeti S sziget. Szamunkra kiilonosen fontos a kovetkezs észrevétel (az S-beli X lakos, ill. C klub f-képét X'-vel,
ill. C'-vel jeloljiik):

Ha A és B az S lakosai és C az S klubja, akkor A: ,,B € C"< A’: B’ € C". Ez ui. azt jelenti, hogy egy szigeten és
a duélisan a G és a GG; (i =0, 1, 2, 3) feltételek koziil ugyanazok teljesiilnek. Most méar érthets, hogy Fa-t és F3-t
miért tekintettiik egymas dudlisanak: S-en Fy pontosan akkor igaz, ha S'-n F3 fennall, és forditva. Fy dudlisa példaul
igy néz ki:

F{: Az iires halmaz klub. A szigeten egyetlen 16kitd él.

Ez a feltétel azért maradt ki (és fog kimaradni) a tobbi koziil, mert kizartuk azt a szemlélettel ellenkez6 lehetGséget,
hogy egy klubnak egyetlen tagja se legyen.

*

A kitér6t lezarva tovabb boncolgatjuk a -GG, feltételt.

1.2. eset, amikor C; és Cy valamelyike — mondjuk C; — csupa 16k6t6bél 4ll. Ha A € Cy és y € C, akkor y 16kot6,
tehat y: ,A € CY, vagyis y # A esetén, ~GG2 miatt, A: ,y ¢ C1”, azaz A 16kotS. Azt kaptuk, hogy y = A vagy
A 16kots, vagyis A mindenképpen 16kots. Igy Cy csupa 16kstobol all, mas szoval az sszes lovag Co-ben van. Legyen
most z tetszoleges lovag, ekkor z ¢ Cy. Tegyiik fel, hogy Ca-ben van y 16k6t6. Ekkor = # y, tovabba x: ,,y € C5” és
y: & € C1”, ami ellentmondés. Tehat Cs-ben nincs 16k6t6: Co éppen a lovagok halmaza. Tegyiik fel, hogy Ci-en kiviil
van y; 10kots, és jeloljon yo tetszbleges Ch-beli klubtagot: ekkor ys is 16k6t6 (C1 C Y miatt), és kiilonbozik yq-t6l.
Nyilvan ys ¢ Cs, tehat yi: ,ya € C3” és yo: ,un € C1”, ami ismét ellentmondéas. Ezek szerint az 6sszes 10kotd Cr-ben
van, de C7 minden tagja 16k6ts, tehat C; éppen a 16k6tSk halmaza. Mindezek alapjan teljesiil, hogy

Fy: A lovagok klubot alkotnak. A l6kotdk klubot alkotnak.

A feltétel elégséges is “GGo-hdz. Ha ui. fennall Fy, akkor a GGo feltételben valasszuk Ci-et X-nek, Cy-t Y-nak.
Most tetszoleges A és B szigetlakok esetén A: B € C1” (& A: ,,B lovag”) és B: ,A € Cy” (& B:,,A 10k6t8”) egyszerre
nem lehetséges.

(Megjegyzések: 1. Az Fy dudlisa 6nmaga.

2. Az Fy = -GG5 relacio kontraponalt, vele ekvivalens, GGo = —F}y valtozatat Smullyan konyvében is megtalalhatjuk
— 238. oldal, 267b. feladat.)

Az eddigieket Osszefoglalva:

-GGy & 1\ V FyV F3V Fy, azaz GGy < —Fy A —Fy A —F3 A\ ~Fy.

IKet szigetet akkor tekintiink lényegében azonosnak, ha az egyik sziget lakosait és klubjait ,,it tudjuk nevezni” ugy, hogy a masik sziget
lakoihoz és klubjaihoz jussunk.



Ezen a ponton mindenki fellélegezhet: a nehezén — a GG» vizsgalatan — tal vagyunk.

2. Tegyiik fel ezutan, hogy szigetiinkon nem csak “GG2, hanem —GGj is teljesiil, azaz vannak olyan kildnbozd Cy
és C5 klubok, hogy tetszoleges két kilonbozd A és B lakos esetén A: ,B ¢ C1” vagy B: ,A ¢ Cy”.
2.1. eset, amikor C1-ben is és Cs-ben is van lovag. Ekkor — a =GG5 vizsgalata sorédn kapott eredmények szerint —

(2) C1 = S vagy Cy = S, vagy
C1 = Oy(= {K}, ahol K valamelyik 16k6t5), vagy
Cy = Cy(= {J}, ahol J valamelyik lovag).

Mivel feltételeink szerint most C; # Ca, ezért C; # Cs is, tehat (2) biztosan teljesiil. Legyen O = S # Cy. Az is
igaz tovabba, hogy J, a sziget egyetlen lovagja, tagja Cse-nek is. Tehat sziikséges az alabbi.

Fy: A sziget lakdi klubot alkotnak. Ezen a klubon kivil van még legaldbb egy olyan klub, a melynek tagja a sziget
egyetlen lovagja.

Az FY feltétel elégséges is (-GG teljesiiléséhez). Legyen ui. J a sziget egyetlen lovagja, C; = S és Cy # S klubok,
ahol J tagja Cs-nek. Legyenek A és B olyan lakosok, hogy A: B € Cy” és B: ,A € Cy”. Ekkor B € C; miatt A
lovag: A = J. Igy B éllitasa is igaz, mert J € Cy valoban fennall, tehat B is lovag, B = J = A. (Jegyezziik meg, hogy

2.2. eset, amikor C7 és Cy valamelyike — mondjuk C7 — csupa l0k6t6bdl all. Ekkor az 1.2. eset eredményei alapjan
fennall az Fy feltétel, ami elégséges is. (Az Fy = —GGs bizonyitasa azért alkalmas Fy = —GG3 igazolasara is, mert
C1-et X-nek, Co-t Y-nak valasztottuk, ezek pedig kiilonbo6zsek.)

Osszefoglalva:

-GG3 & Fl* V Fy, azaz GG3 & _‘Fl* N —Fy.

3. Tegyiik fel most, hogy szigetiinkon -GGy is teljesiil, azaz vannak olyan C; és Cy klubok, hogy tetszéleges A és
B lakosok esetén A: ,B ¢ Cy” vagy B: ,,A ¢ Cy”.

3.1. eset, amikor C-ben van x; és Cy-ben van x5 lovag. Ezekkel x1: ;0 € Co” és zo: ,x1 € C1”, ami ellentmondas.

3.2. eset, amikor C; és (5 valamelyike — mondjuk C; — csupa 16kotébal all. Ilyenkor az 1.2. esetbeli gondolat-
menettel adodik, hogy fennéll az Fy feltétel, ami elégséges is. (Az Fy = —GG2 bizonyitasa alkalmas Fy = -GGy
igazolasara is, hiszen ott nem hasznaltuk ki A és B kiilonboz6 voltat.)

Osszefoglalva:

-GGy & Fy, vagyis GGy & —Fy.

4. Végiil tegyiik fel, hogy a szigeten -GG is teljesiil, azaz vannak olyan kilonbizd Cy és Cs klubok, hogy tetszéleges
A és B lakosok esetén A: B ¢ C” vagy B: ,,A ¢ Cy”. Ekkor a ~GGy-ra vonatkozo eredmény szerint teljesiil Fy, ami
elégséges is, hiszen ismét megfelel C; = X, Co =Y. Tehat

GG & —‘F4,

igy az el6bbi eredményiink szerint
GGy & GG,

A GGy és a GG feltételt egyiittesen jelolhetjiik GGoi-gyel. Vagyis

(3) GGy = GG3 = GGy .

5. Most pedig lassuk az egyszeresen godeli G feltételt. Tegyiik fel, hogy szigetiinkén —G, azaz van olyan C klub,
hogy tetszbleges A szigetlako esetén A: A ¢ C”. Ekkor A ¢ C < A lovag, azaz A € C' < A 16k6t6, tehat C éppen a
16kotsk halmaza. Igaz ezért, hogy

F: A lokétok klubot alkotnak. )
A gondolatmenetet megforditva a C' =Y valasztassal adodik, hogy az F' feltétel elégséges is. Igy

-G & F, azaz G < —F.
(Ez az eredmény szerepel Smullyan konyvében a 232—233 oldalakon, a 264b. feladat mésodik részeként.) Vegyiik
észre, hogy Fy = F, vagyis G <& —F = —Fy < GGy, tehat (3) felhasznalasaval

(4) GG2 = GG3 = GGOl < G.



A dolgozat elején idéztiik, hogy Smullyan igen valdszinttlennek talalja, hogy a G = GG kovetkeztetést barki
is igazolni tudja. Ennek alapjan feltételezhetd, hogy konyvének irdsakor a GG feltétel esetében a GGo vagy a GGs
feltételre gondolt. Mint kés6bb kideriil, a (4) relacion kiviil tobb kovetkeztetést nem tudunk felallitani a G és a GG;
feltételek kozott, tehat a GGy és a GG feltétel kozott sem tudunk majd donteni. Jozan paraszti ésszel gondolkodva
azonban valdszind, hogy a GG3 feltétel az jigazi”.

A (4) miatt a szigeteknek 7 tipusat kiilonithetjiik el aszerint, hogy a G és a GG, feltételek koziil melyik teljesiil.
A tipusokat az attekinthetGség kedvéért tablazatba rendezve soroljuk fel. Ha mindazokat a szigeteket, amelyeken
csak egy lovag és csak egy 16kot6 él, besoroljuk az 1 — 7 tipusok valamelyikébe, akkor azt talaljuk, hogy a 6-os
kivételével mindegyik tipus bemutathatd egy-egy két lakosu szigettel. A 6-os tipusba csak olyan sziget tartozhat,
amelyen egyetlenegy lovag él. Harom lakosu, 6-os tipust sziget mar létezik; ezen |X| =1, |Y]| = 2.

G GGy GG, GG példa
1 + + + + Ty
2 - + + + r @
3 + + - + @ v @D
4 - + - +
5 + + - -
71 - - - - @ @ (@ @)




