1. A cimben emlitett gyakorlat igy szolt: Az AB dtmérdji kir tetszdleges pontja P. A P kézépponti, PA sugari
kor az AB egyenest C-ben metszi. Mikor lesz az APC hdromszdg terilete a legnagyobb? A kozolt elemi megolda a
mértani és szamtani kozép kozti egyenlGtlenséget hasznélja fel. A maximumot a 3r alapi haromszog szolgaltatja.

A feladat igy kissé erdltetettnek tinik, pedig egy elég természetes kérdéshez jutunk, ha 180°-kal elforgatjuk a P
pont AB-n lev6é T mer6leges vetiilete koriil a haromszég CPT felét (1. dbra). Ekkor ugyanis a C' pont A-ba keriil,
P pedig az AB-re vonatkozé @ tiikkorképébe, ami a kéron van. Ahhoz a kérdéshez jutottunk tehét, hogy adott korbe
irt eqyenld szdri hdromszégek kizil melyiknek a legnagyobb a teriilete. A talalt megoldéas kénnyen lathatoan azt adja,
hogy a szabalyos haromszogeé.

Vizsgalhatjuk altalanosabban azt a kérdést, hogy az adott korbe irt dsszes hdaromszégek kézil melyiknek legnagyobb
a terilete. Ha valaszul most is a szabalyos haromszoget kapjuk, (tehéat egyenls széarat), akkor ez az el6bbi, specialisabb
probléméanak is megoldasa.

Kényelmes lesz a tovabbiakban sokszdgek teriiletét ugyanagy jelolni, mint magat a sokszoget. Ez nem fog félreértésre
okot adni.

2. dbra

2. Az utols6 kérdésre a mult szazadban a kovetkezs meglepGen egyszert valasz sziiletett. Ha az ABC haromszogben
AB # BC, és az ABC iv felez6pontja D, akkor

ADC > ABC,

mert a kbzos oldalra merdleges magassagoknak ez a viszonya (2. dbra). Igy minden haromszoghtz talalunk nagyobb
teriilettit, csak a szabalyoshoz nem, annak kell tehat a legnagyobb teriilettinek lennie.

A bokkend csak az, hogy ezzel a gondolatmenettel azt is be lehet latni, hogy 1 a legnagyobb pozitiv egész szém;
hiszen négyzetre emelve ket mindegyikhez egy nagyobbat kapunk, csak az 1 marad 1.

Kereshetnénk a hibas eredmény okat abban, hogy a pozitiv egészek kozt eléfordul barmilyen szdmnal nagyobb,
viszont haromszogeink teriilete mindig kisebb példaul a kor teriileténél. Ez sem oldja azonban meg a problémat.

A2-1/n(n=1,2,...) szamok mind kisebbek, mint 2, és mindegyikhez egy nagyobb par a 2 — 1/n2, kivéve, ha
n = 1, amikor a szam parja 6onmaga. Gondolatmenetiink szerint tehat ezek kozt a szamok kozt is a 2 — 1/1 = 1-nek
kellene a legnagyobbnak lennie, holott ¢ a legkisebb.

3. Az ellenvetések természetesen jogosak, mégis az lehet az érzésiink, hogy a felvetett alapgondolatbol kiindulva
valahogyan el lehet jutni annak elemi geometriai Gton torténg bizonyitasahoz, hogy adott korbe irt haromszogek kézil
a szabdlyos hdromszog teriilete a legnagyobb.

Probaljuk meg ismételten alkalmazni az eljarast. Jeloljiik a csicsokat és szogeket a szokasos méddon, és valasszuk a
jelolést ugy, hogy o < 8 <« alljon fenn. Ha a haromszog nem szabalyos, akkor kénnyd latni, hogy

(1) a < 60° < 7.

1Lasd e Lapok 41. (1991. évi) kitetének 456-457. oldalan.



Ha most B-t az ABC iv felez6pontjaba toljuk, akkor a keriileti szogekre vonatkozd tétel szerint [ valtozatlan
marad, a masik két szog pedig 90° — 8/2-re valtozik.

Ha 3 torténetesen 60°, akkor azt kapjuk, hogy a kiindulasi haromszog teriilete kisebb a szabalyosénal. Ha 8 # 60°,
akkor az j haromszog szogeinek 60°-t6l valo eltérését nézve a szogek

60° + (30° — B/2), 60°+ (30° — B/2), 60° — (60° — 3).
Bevezetjiik a 6 = 30° — 5/2 = (60° — 8)/2 jelolést. Ekkor a szogek
60°+08, 60°+6, 60°— 26,

Itt ¢ lehet pozitiv is, negativ is aszerint, hogy 8 < 60°, vagy 8 > 60°.
Az eljarast most az egyik szar rogzitésével kell megismételniink, tehat 3 szerepét az egyik 60° + § nagysagu szog
veszi at. Igy a két egyenld szog nagysaga

90° — (60° 4+ 6)/2 = 60° — 0/2
lesz, tehat az Gjabb haromszog szogei
60°—6/2, 60°—3/2, 60°+6.
A lépések szamat (1, illetSleg 2) n-nel jelolve a két eset igy foglalhato Gssze:
60° + (—1/2)"715,  60° + (—=1/2)"71s,  60° + (—1/2)" 2.

Ha n valamilyen m értékére a szogek ilyen alakiuak, akkor az m 4+ l-edik lépésben az egyik 60° + (—1/2)" 1§ =
60° + (—1/2)™*V 25 nagysagi szog marad valtozatlan, a masik ketts pedig a kovetkezore valtozik:

90° — [60° + (—1/2)™716]/2 = 60° 4 (—1/2)™8 = 60° + (—1/2)(m+D 1,

A talalt szabalyossag tehat az m + 1 -edik 1épés utan is érvényben marad, igy minden lépésszam esetén fennéll.

Azt talaltuk tehat, hogy ha szabélyos hdromszoget nem is kapunk, de a lépések szamanak novelésével ahhoz tetszés
szerint kozel keriilhetiink, a teriilet pedig ekdzben allandéan novekedik. Ez még jobban valészintsiti a vart eredmény
helyességét, de bizonyitasnak még mindig nem tekinthetS. Gondoljunk csak arra, hogy a 2—1/n alaki szdmok kozt nem
volt legnagyobb. Biztos-e, hogy haromszogeink kozt van legnagyobb teriileti? Az okoskodéas hatardtmenet képzésével
teljessé tehetd, de igy egyszertinek, vagy eleminek mar nehezen mondhatoé.

4. Egy egyszert otlettel mégis megmenthets a gondolatmenet elemi geometriai jellege. Gondoljunk arra, hogy egy
lényegtelennek ting specialis esetben, ha 8 = 60°, egy lépésben eljutottunk a szabalyos haromszogh6z. Nem lehet-e
az altalanos esetet erre visszavezetni? Erre a fellép6 valtakozo elGjel reményt nyujt.

Valoban, ha 8 < 60°, tehat § pozitiv, akkor az els6 lépésben az (1) szerint 60°-nal kisebb « 60°-nal nagyobbra
valtozik, ha meg 3 > 60°, akkor a 60°-nél nagyobb ~ valtozik 60°-nal kisebbre.
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Legyiink az els6 1épésben kevésbé mohok, ne torekedjiink a legnagyobb novelésre B mozgatasaval, hanem az elsé
esetben csak addig noveljiik a haromszog teriiletét, mig « el nem éri a 60°-ot, a masodikban pedig csak addig, mig
~ 60°-ra nem csokken (3. dbra). Ezutdn megismételve az eljarast, a méasodik lépésben mar a szabalyos haromszoghoz
jutunk. Igy az eredeti gondolat koriiltekintébb alkalmazéasaval legfeljebb két 1épésben eljutunk annak megmutatasahoz,
hogy ha egy korbe irt haromszog nem szabalyos, akkor teriilete kisebb, mint a szabalyosé. Ezzel a kimondott allitasnak
valoban egyszert geometriai bizonyitasahoz jutottunk.

5. Az eddigiekben a korbe irt egyenlé szart haromszogekre vonatkozd problémét egy altaldnosabb problémaba
agyazva oldottuk meg, azonban a 2. pontban felvetett eljaras, amelyik minden a korbe irt, nem szabalyos haromszog-
hoz egy nagyobb teriiletd egyenld szarat szolgaltat, azt is jelenti, hogy az &altalanos probléma helyett elegendd azt
megmutatni, hogy adott korbe irt eqyenld szdri haromsziogek kézil a szabalyos terilete a legnagyobb.
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Ez is megoldhat6 elemi geometriai meggondolassal. Legyen ABC' egy korbe irt haromszog, amelyikre AC = BC' #
AB, és A1B1C az a szabélyos haromszog, amelyiknek egyik csicsa C.

Ha ACB< < 60°, akkor jeloljiik D, E-vel az A, By szakasz metszéspontjat az AC, illetleg a BC szarral (4a. dbra.)
Ez esetben azt kell megmutatnunk, hogy

ABED < A1DC + EB,C.
Ehelyett, mindkét teriilethez hozzavéve A1 AD + BBj E-t, azt latjuk be, hogy
A1ABB; < A1 AC + BB, C.
Ehhez, a trapézt az AB; atloval két részre vagva, azt mutatjuk meg, hogy
ABB; < BB:C és A1AB; < A1 AC.

Mindkét esetben a k6zos oldalra bocsétott magassagok koziil a C-bél induld a nagyobb. Ez a kovetkez6képpen lathato
be. A korhoz az A;-ben hizott érinté By C-vel parhuzamos, a By-ben huzott pedig A;C-vel. Az Ay ABB; koriv félkornél
kisebb (harmadkor), igy azt mindkét egyenespar kozti sav tartalmazza. Ezért A1 A a B1C oldal By-en tuli meghosszab-
bitasat metszi, B1 B pedig A;C-nek az Aj-en tuli meghosszabbitasat, s igy C'A-nak is az A-n tuli meghosszabbitasat.
Ebbdl allitasaink kovetkeznek.




Ha ABC< > 60°, akkor AB metszi az A1C és B1C szarat (4b. dbra). Az el6bbiekhez hasonl6an most annak
bizonyitésara vezethetjiik vissza a feladatot, hogy

AA1B1B > AAC + B1BC,
illetGleg tovabb az

AA1 By > AA.C és AB1B > B1BC

egyenl6tlenségek bizonyitasara.

Mivel az A;-ben és Bi-ben huizott érinté parhuzamos a szabalyos haromszog szemben levs oldalaval, tovabba A a
kér A3 AC harmadan van, B pedig a By BC harmadon, igy az A1 A egyenes B1C-t a C-n tuli meghosszabbitasaban
metszi, By B pedig A1C-t, s igy AC-t is ugyancsak a C-n tuli meghosszabbitasaban.

Ebbél kovetkezik, hogy mindkét haromszogparnél a koézos oldalra meréleges magassagok koziil a C-bél huzott a
kisebb. Igy most is fennall mindkét egyenlStlenség. Ezzel belattuk a korbe irt egyenld szart haromszogekre kimondott
tételt.

6. Térjiink még egyszer vissza a 2. pontban elemzett okoskodasra. Egy szdmhalmaz minden eleméhez hozzaren-
deltiik egy nala nem kisebb elemét, és azt mondtuk, amelyikhez 6nmagat rendeltiik, az a legnagyobb elem. Az egyik
ellenpéldaban az 1 és a 2 kozti 2, = 2 — 1/n szamokhoz(n = 1,2...) a 2 — 1/n*-et rendeltiik hozza. Ezzel valoban
noveltiink, mert

1 1 1 1
2— —==2——+—(1—=| =z, +(2—x,)(x, — 1).
=2ttt (1o 1) e+ 2= ) - )
Ebben az alakban a hozzdadandé nem csak az adott szamhalmaz elemeire, hanem minden 1 < =z < 2 szamra
pozitiv, viszont a szdmhalmaz két szélén, x = 1-re és x = 2-re 0. Ezzel minden esetre a legnagyobb elem is fellépett, a
2, ami a 2 — 1/n alaka szamok kdzt nem szerepel.

5. dbra

Ha a fenti hozzarendelés helyett x-hez példaul az
r+(2—2)(z—1)(2z — 3)?

értéket rendeljiik hozza, belathato, hogy 1 és 2 kozti ax-ekre ez is 1 és 2 kozé esik (5.dbra), de most mar csak az 1, 1,5
és 2 kivételével jelent novekedést. Az tehat, hogy egy ilyen nem csokkentd hozzéarendelés hol nével, hol nem, inkabb
a hozzarendelésre jellemzd, mint a halmazra, amin értelmezve van. A halmazrol csak annyit mondhatunk, hogy ha
van legnagyobb eleme, azt a hozzarendelés nem ndvelheti. Ahhoz tehét, hogy egy ilyen fajta okoskodas bizonyito6 erejd
legyen, mindenképpen sziikséges bizonyitani, hogy a halmaznak van legnagyobb eleme.



