Bevezetés. Az Olimpia 6. feladatahoz néhany megjegyzést fiizve vetettem fel a kovetkezs kérdést (KoMaL 1991/8-9.
szam, 344. old.):
Milyen kicsi lehet az «, ha talalhato hozza olyan &, hogy tetszdleges ¢ > 0 és p egészekre fennéll az

p 1
W SHEE

egyenlGtlenség?
Az a-ra azért volt sziikséglink, hogy segitségével el tudjunk allitani egy olyan, a feladatban megkivant tulajdonsagu
sorozatot, amelynek elemei egy « hosszusagu nyilt intervallumban helyezkednek el. Az intervallum sugara tehat annal

kisebb, minél kisebbre tudjuk az a-t valasztani.
3+5

A multkori dolgozatban részleges vilaszt adtam a kérdésre, bebizonyitva azt, hogy a = még megfelels (pl.

Ebben a dolgozatban tobbek kozott teljes valaszt adtam erre a kérdésre: igazoltam, hogy a jo a-k kozott van

3+ VO 3+VO
\/_. (Ez egyébként azt jelenti, hogy az el6z6 dolgozatban definialt h értéke 2\/_,

§

esetén), tovabba, hogy o < 2,5 mar nem lehetséges.

legkisebb, mégpedig éppen a =
I, = (h,+00) és I, = (0, h), tovabba hogy az ott megadott modszerrel konstruélt () sorozat lehet6 legkisebb korlatja
3+5
p=2200)
Tanulsagos végiggondolni, hogy hogyan kaptuk a multkor az a > 2,5 eredményt.
Mindenekel6tt vezessiik be tetszSleges x valos szdm esetén az x-nek a hozza legktzelebbi egésztdl valo eltérésére az
| || jelolest:

|2 | % min({z},1 - {z}),

ahol {z} = © — [x] az z tOrtrészét jeldli.
Nyilvanvalo, hogy (1) pontosan akkor teljesiil valamilyen « mellett a &-re, ha || £ ||-re (vagy pl. (1— || & ||)-re)

1 1
is fennall, ezért az altalanossag csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy & € |0; 3 vagy hogy ¢ € 5;1 ; (kényelmi
szempontbol hol az egyik, hol a méasik intervallummal dolgozunk majd).

Ezzel a megjegyzéssel ui. azt kapjuk, hogy az (1)-ben az a-hoz pontosan akkor talalhatéo megfelels &, ha a

1 1 1
b_ — E—i— —— | alaka intervallumok (¢ > 0 és p egészek) nem fedik le a [0; =|-et, illetve ami ezzel ekviva-
¢ ag¢® q oag? 2
1

lens: | =;1|-et. Na mar most az, hogy az o nem megfelel6 szaimunkra (tehat, hogy nem talalhaté hozza (1)-beli &),
éppen azt jelenti, hogy

1 1 1
*) {5?1]C U <£_F;B+F)'

P,q€Z, 0<q q T 9 q

AKki ismeri a hires Borel-féle befedési tételt, az ezen a ponton felkialt: hoho, hiszen ebbdl kdvetkezik, hogy a rossz a-k
kozott nincs maximaélis, vagyis hogy a jo a-k kozott van minimalis. Ha ui. feltessziik, hogy a rossz a-k kézott van egy
o maximalis, akkor arra (*) teljesiil, ami azt jelenti, hogy a bal oldali zart intervallumot lefedik a jobb oldali nyilt

1
intervallumok. A Borel-tétel szerint tehat a jobb oldali nyilt intervallumok koziil mar véges sok is befedi az X 1] -et,
és ekkor — amint az konnyen végiggondolhat6é — a fedd intervallumokat 0sszehtizhatjuk egy kicsit a kdzéppontjukboél

1
gy, hogy tovabbra is befedjék az > 1] -et. Més szoval az a*-ot egy kicsit ndvelve még mindig rossz a-t kapunk, ami

ellentmond «* maximalitdsanak.
A Borel-tétel segitségével tehat maris belattuk, hogy a jo a-k koézott van minimalis: ezt természetesen bizonyitani
fogjuk az aldbbiakban a Borel-tétel felhasznalasa nélkiil is. A Borel-féle befedési tétel mindenesetre azt jelenti, hogy

minden rossz a-hoz meg tudunk adni véges sok P tortet tgy, hogy mar azokkal is teljesiiljon (*).
q

Hogyan bizonyitanank példaul ezt az elvet szem el6tt tartva, hogy o < 2 nem lehetséges(1)-ben? Egyszertien ugy,

1
hogy a (*) jobb oldalan egyetlen P tortet vesziink, P_ 1, és mar az ehhez tartozo intervallum is lefedi az X 1|-et:
q q

1 1 1
Ha o < 2, akkor [—;1] C <1——;1—|——>.
2 « @



1 1
Ahogyan a-t a 2-hoz kozelitjiik (alulrél), a jobb oldali intervallum bal végpontja (1 — —) az 3 -hez tart, ami arra
@

1 1
késztet benniinket, hogy az 3 -et is vegyiik be a P tortek (eddig csak az I') kozé.
A kérdés tehat az, hogy milyen lehet az «a, ha

1 1 11 1 1 1
*] Sl —cr = )uft-S1e2).
(*1) [2’ }C<2 4a72+4a) ( a’ +a)

5
Egyszerid szamolas adja az a < 3 eredményt.

Ezzel tehat belattuk, hogy az o < 2,5 szdmok a rossz a-k kozé tartoznak, hiszen kielégitik a (*) relaciot.

1
Mi torténik akkor, ha most nem allunk meg, és a felhasznalt g -k eddigi halmazat (5 és 1) boviteni probaljuk?

5 1 1 1 3
Az ot az B -hez kozelitve a (x1) jobb oldalan all6 nyilt intervallumok B + o illetve 1 — o hatarpontjai a kozos =

3
értékhez tartanak, tehat célszeri a b -khoz a 3 -0t is hozzavenni. Feltéve most a kérdést, hogy milyen a-kra teljesiil
q

1'1C1 1_1+1 U3 1_3+1 U1 1_1+1
2’ 2 40’2 4o 5 25a’5 25« a’ a)’
13 .
az a < = egyenl6tlenséget kapjuk.
13
Tehat az a < = szamok is a rossz a-k kozé tartoznak. Ezt a sort még jo ideig folytathatnank, ek6zben mindenkiben

kialakulna az a sejtés, hogy a P -k kozé az
q

L,

w|l\3
=~ =

st
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szomszédos Fibonacci-szamok hényadosait érdemes felvenni (ezek éppen a kritikus értekhez kozelitenek), és

ezekkel rendre az
- 2 - 5 - 13 - 34
a<pa<ga< o a<g...
szamokat tudnank besorolni a rossz a-k kozé.
Az egyenl6tlenségek jobb oldalan éppen a Fibonacci-sorozat bizonyos mésodszomszédos elemeibdl képzett hanya-

\/5+1>2_ V5 +3
2 )

dosok allnak, ezeknek pedig a ( a hatarértéke.

3
Vagyis a sejtés igaz volta éppen azt jelentené, hogy minden o < kielégiti a (*) relaciot, tehat hogy az

V5 +3
2

(1)-ben jo a-kra fennall o >

V543

+3
. Mivel pedig lattuk, hogy \/_T jo, ez azt igazolné, hogy a jo a-k legkisebbike

Ezt az elég vazlatos fejtegetést irjuk at a tovabbiakban preciz tételekké és bizonyitasokka.
*

Az egyszertiség kedvéért legyen f(x) defy | ]|, és jeloljon £ a tovabbiakban mindig irraciondlis szamot (racionélis
szamokra ui. trivialisak a tételek).

1. Tétel.
3—vO
a) Ha V5 <|I € ||, akkor alkalmas ¢ > 0 és p egészekkel > 1€ — )
2 2,9-¢ q
-5 p
b) Ha || £ ||< , akkor alkalmas ¢ > 0 és p egészekkel ke £E——|.
q q

A bizonyitasnal és a késGbbiekben is segitségiinkre lesz a kovetkezs, 6nmagaban is érdekes
1. Lemma. Tetsz6leges pozitiv egész k szam esetén értelmezziik az (s,) sorozatot az

S0 = 07
S1 = 1,
Sn =ksp_1+ Sn—2, (n > 2)



el6irassal. Jeloljiik tovabba a szomszédos elemek hanyadosaibol képzett sorozatot (t,,)-nel

ty = — (n € N).
Sn+1
Ekkor
a) Si — Sn—18n+1 = (_1)71—17 (n>1);
(_1)77,71
b) tp —th—1 = - n 2> 1)7
SnSn+1
€) Sn_28n41 — Sn_15n = k- (=1)"71 (n>2);
k(=1 n—1
d) tp—o —tn = ¥7 (n > 2)7
Sp—1Sn+1

e) by <ty <ty <...<yp<...<tls<ts<ty;
VE2+4—k

limt,, = g, ahol v = 5

Bizonyitds.
a) Legyen ¢ > 2 tetszGleges egész. Ekkor a definicié szerint

2 2 2 2
S; — Si—1Si+1 = S§; — Sifl(ksi + Sifl) = —S5,1 + S; — kSiflsi =
2 2
= —s; 1+ 5i(si —ksi—1) = —s7_1 + si—25;, azaz
2
S5 — Si—1Si+1 L
—————— = —1, tehét
Si—1 — Si—25i
n 2
2 i — Si—18i+1 _
Sp T Sn—1Sn+1 = - 8082 2 =
. — 8;—25;
=2 Si—

1
=1 (=

b) Trivialisan adodik a)-bol.
c¢) Felhasznalva a)-t,
Sn—285n+1 — Sn—15n = Sn— 2(k5n + Sp— 1) - Sn—l(ksn—l + Sn—2) =
= ks o8, — ks> | = —k(s%_| — sp_08p) =

— ke (1" =k (<)

d) Trivialisan adodik c)-bol.

e) A d) Osszefiiggés szerint a t,, — t,_» kiilonbség pozitiv vagy negativ aszerint, hogy n paros vagy paratlan. Igy
to <ty <ty <...illetvet; >tz >t5>....

Ha n = 2m paros, akkor b)-bél

tom — tom—1 =tn —th—1 < 0,azaz
tom < tom-1 < t1,

tehat a novekvs (to, to,ts ... ) sorozat feliilrsl korlatos, ami miatt létezik az
Lo = lim to,, hatarérték. Hasonloan a fogyo (t1,ts, t5, ... ) sorozat alulrol korlatos, ami miatt létezik az Ly = lim to,,—1
m m

hatarértéek. Mivel s, — oo (ez nyilvanvald), ezért b)-bél

lim(tgm_l — tzm) = O, azZazZ
m

L1 - LO = 0 kovetkezik.
igy tehat Lo = Ly, és létezik az L = lim t,, hatarérték. Erre természetesen
n

to<to<ty<...<L<..<t5<t3<t.

Nyilvan
L:lim 1 — iy 2nt2 :hmwz
L2 n tutptl n o Sy n Sn
— 1 k-lim 2 g D



1
tehat I gyoke az

(2) 2 =kx+1
egyenletnek.
1 1
Ha még figyelembe vessziik, hogy 7 > rob k, akkor
1

1 k+VEk2+4 .
I=— 5 ) Veayis
2 \/k2

Tkt VIRt 2 o

2. Lemma. Rogzitsiik &k értékét, és hasznéljuk az 1. Lemma jel6léseit.
a) Ha m tetsz6leges természetes szam, akkor

2 k
(3) a=k+ -+ —
k 52m+152m—+3
esetén
o0
[t2m7”Yk) C |:t2l - 2 s 21 + - 2
I 2141 2141
b)
2
4 =k+ -
(4) e + A
esetén
o0
(ks t1] CU[t2l 12 2,1521 1+ 32]
1=1 521 21
Bizonyitds.
a) Az &llitas azt mondja ki, hogy a [tom; k) intervallumot lefedik az
s 1 s 1
|: 2t 5 : 21 + . :| (l > m)
Soi41 Q- Sy 22141 Q- Sy

alaku intervallumok, ha « értékét (3)-nak valasztjuk. Az 1. Lemma e) allitasa szerint

o0
[tams; ) = | [ta; tarsa),
I=m

ezért elegendd belatnunk; hogy | > m esetén

1 1 | [ 1
[tar; tar2] C |:t2l ——— st + ——5— | U|tat2 — —F5;tat2 +
" S2141 @Syl L @St
Ez pontosan akkor teljesiil, ha
1 T [ 1
[tais tarva] C |tarstor + ——5— | U [tare — ——5—;tat2| ,
@854l L @843
azaz ha 1
tor42 —tar < 5

.
Q-850 Q@ Syug

Az egyenlGtlenséget az 1. Lemma a) és d) Osszefliggéseinek segitségével ekvivalensen atalakitva

)

192143



k 1 1
< 5 5 , Azaz
S521+1521+3 Q-S54 Q5513

2 2 2
b < S48t S (S2048 = s2041)" + 2smigasa4s

S521+1521+3 521+1521+3

2 2
oy (52143 — S2141)° 94 (ksag2)?

S214+152143 S214+1521+3

So14182143 — 1 .
=24 k2 2 C 0 vaeyis
5214+1521+3
2 k
(5) a<k+>—

9
k  s24152143

amit (3)-mal egybevetve

k k
- S - 9
S2m+152m+-3 S214+1521+3

8$2m+152m43 < 82041521435

ez pedig m <[ miatt nyilvan teljesiil.
b) Hasonloan az a) allitas bizonyitasahoz,

oo
(vesta] = U tor1;tar—1]
=1

miatt elegendd tetszéleges | > 1 esetére belatnunk a

1 1

tars1 —to—1| < 5 5
-S o - S

20+2 a1

egyenlStlenséget, amibdl az el6z6 esetbelivel azonos ekvivalens atalakitdssal az (5)-héz hasonld

2 k
5 a<k+Z+
(5 k  s282142

egyenl6tlenséghez jutunk. Mivel most « értékét (4) adja meg, ezért (5°) valoban fennall, és ez igazolja éllitasunkat. O
Az 1. és a 2. Lemmab0ol nekiink csak a k =1,2; m = 1,2 esetre lesz sziikségilink.
Legyen el6szor k = 1 és m = 1. Ekkor az 1.Lemmaban (s,) megegyezik a jol ismert Fibonacci-sorozattal, és i

értéke (1) éppen v =

. A 2. Lemma a) allitasaban

1 1 1

a=1+2-— 53 5s :3_ﬁ:2’9; t2m2t2:§;

a b) éllitasban pedig
a=3 é t;=1
Ezek szerint
(6) BW) - z!l [tzl - 2,9 '1S§l+1 Hat 2,9 '15§z+1} , dlletve
(7) (v:1] € [j [tﬂl - 3%?@4 + %] :
"S5 3-8y

Az 1. Tétel bizonyitdsa.
A bevezetSbeli megjegyzés alapjan feltehetjiik, hogy & = (&), amikoris

1
3 < &€ <1 (¢ irracionalis).

1
a) A feltétel szerint f(§) < -y, azaz 3 < & < vy, amikor is (6) szerint van olyan [ pozitiv egész, hogy

1
5 € |ty — ;o + azaz
2,9- 21+1 2,9- S%lJrl

€ —tal < 5o
2 9- 2l+1



vagyis a p = Sa1,q = Soi4+1(> 0) valasztassal
1
-l — .
ql = 2,9-¢?

mivel ¢ irraciondlis, ezért itt az egyenl6ség nem &allhat fenn,tehét

—_ < ,
¢ q| 2,9-¢2

és ezt kellett bizonyitanunk.
b) Ugyanigy kovetkezik (7)-b6l, mint az a) allitas (6)-bol.
Ezzel tehat az 1.Tételt belattuk.
Ugyanezzel a modszerrel altalaban adédik a 2. Lemmabol a

3. Lemma. Rogzitsiik le k értékét és hasznaljuk az 1. Lemma jeloléseit. Legyen tovabba

2 k
a) toy, <<y esetétna=k+-— ———,
k S2m+152m+-3

1 1 2
b) v < g< E(: t1) esetén oo = k + =

Ekkor alkalmas g > 0 és p egészekkel
1 p
8 — —=].
®) o~ ‘5 Q‘

Az 1.Tétel nem mas, mint ennek a lemmanak a kK = 1, m = 1 valasztassal ad6do specidlis esete (a £ helyett a
lemmaban (1— || £ ||)-t kell helyettesiteni).
A k=2, m =1 esetben kapjuk, hogy

2
a)g<§<72=\/§—1eseténaza:3—5.29

1
b) V2—1=mp<£< 3 esetén az a = 3 értékkel

teljesiil (8) —ha ¢ > 0 és p alkalmas egészek.
Ha most a 3. Lemma a) allitdsdban k-t 1-nek, m-et pedig 2-nek valasztjuk, akkor

értékkel,

si 3 1 1
tm:t = — = — A :3— :3_—
2 1T TR 5557 5.13

lévén kapjuk, hogy

3
€) =< &<y =7esetén az @ = 3 — értekkel kielégithets a (8) egyenlGtlenség.
A legutobbi a) és b) Osszefiiggésekben ¢ helyettesithets || € ||-val, a c¢) Osszefiiggésben pedig (1— || £ ||)-val.
Ezért tehat — felhasznélva az 1. Tételt — teljesil a
2. Tétel. Legyen

2 e)< 228

esetén o = 3,

2
33—V 2 1
b) 2\/_<||§||<geseténa:?)—m7
2 2
c) g<||§||< ﬂ—leseténa:?)—m,
d) V2 —1<| €| esetén a = 3;
ekkor alkalmas g > 0 és p egészekkel
1

— > ‘g - 9‘ . O

aq q
A tétel csak azokrol a -k rél nem ad felvildgositast, amelyekre

3-+5

I€l=—5— vagy €= V2 -1
Az el6z6 dolgozatban viszont lattuk, hogy
3—v5 P 1 ] 3+
a) ha || € ||= , akkor van olyan ¢ > 0 és p egész, hogy |£ — —| = , s itt a konstans nem
2 q 3+2\/5 q2
novelhetd tovabb;
1 3
b) ha || € |= V2 — 1, akkor van olyan ¢ > 0 és p egész, hogy |& — Pl _ o Ositt a S+ V/2 konstans nem
a  (3+v2)¢ 2

novelhetd tovabb.



V5 +1

Mindezek alapjan kimondhatjuk a dolgozat {6 eredményét, amely szerint lényegében a és a V2 esik a

slegtavolabbra” az Gsszes racionalis szamtol.
3. Tétel.

3+
a) Tetszbleges &-hez talalhatok olyan g > 0 és p egészek, hogy az a =

tényezdvel

1
® w2l

fennalljon. Itt az o nem novelhetd tovabb akkor (és csak akkor), ha

3-5

lel="5"
e 3—v5 . 3 . . i
b) Ha kikotjiik, hogy & # 5 legyen, akkor (9) kielégithets az a = 54— V2 tényezével is. Az o itt sem novelhetd
1
tovabb akkor, ha || € ||= v/2 — 1 (és csak ekkor, hiszen minden tovabbi esetben j6 példaul a = 3 — =13 ).

Ezek utan mar nyilvanvalé, hogy pontosan az o >

szamokhoz taladlhat6 olyan & szdm, amelyre tetszéleges

g > 0 és p egészekkel teljesiil az (1) egyenlStlenség.
Végezetiil szeretném megkdszonni Surdnyi Janos tanar arnak értékes megjegyzéseit, amiknek hatésara a dolgozatot
a jelenlegi forméajara atdolgoztam.



