Az el6z6 részben egy bolha iildézése soran par dolgot megtudtunk az algoritmusokroél, specialisan az algoritmusokkal
megadhaté és az altalédnos, ,,véletlen” sorozatok kozti kiillonbségrél. E kiilonbségrsl sajnos csak annyi deriilt ki, hogy
altalanos sorozat — Cantor &tlés elve szerint — tobb van, mint algoritmikus, vannak programmal meg nem adhaté
sorozatok. Lattunk is erre példat a megallasi fiiggvény ,,atloja”, H(n,n) példaul ilyen volt.

E sorozat, amely specialisan 0-kbol és 1-ekbdl all, azonban aligha tekinthets egy pénzdobas (0=fej,1=iras) tipikus
eredményének. Igen egyszert példaul sok helyen meghatarozni: hajtsuk végre az 6sszes programot 10'° lépésig, nagy
résziik végeredményt fog szolgaltatni.

Nem tartanank azt sem véletlennek, ha a bolha mindig éppen eggyel az el6tt a mez§ el6tt jarna, amelyre mi, pl.
az V. eset stratégidja szerint, csapnéank. Kiilonosképpen pedig nem tudjuk a valaszt a legelGszor feltett kérdésre: ha
csak néhany, véges sok lépését ismerjiik a bolhanak (vagy egy fej-irds sorozatnak), honnan ered az az érzetiink, hogy
ez szabélyos, illetve véletlenszerd. Hiszen barmely sorozat véges sok eleme elGallithato programmal (készitsiik el e
programot), a KONSTANSy(n) utasités segitségével.

A Kolmogorov-komplexitas

Modositsuk a bolhas feladatot gy, hogy miutin (mellé)csaptunk leends aldozatunknak, meglatjuk, hol is volt
valojaban. Igy a kovetkezd lépésben elkaphatjuk a bolhat, ha sikeriil kifigyelniink, milyen szabalyt kovet az ugralasa.
Igy a feladat elss 4 valtozata 3 idGegység alatt biztosan véget ér.

Mi a helyzet az 6t6dikkel? Tudjuk, hogy egy rogzitett szabalyt kdvet a bolha, ezt a szabalyt induktivan kell kik6vet-
keztetniink, hasonléan a TV misorokban, intelligenciatesztekben el6forduld feladatokhoz. Célunk itt a legegyszertibb
szabaly megtalalasa. Példaul a 3, 5, 7 sorozatot biztosan 9-cel folytatnank (paratlan szamok), és bossztusak lennénk,
ha a bolha tovabb ugrilna, mert a paratlan primekre gondolt és 11 a folytatas.

Mit is jelent az, hogy egy szabaly egyszertibb a masiknal? Ezt megfoghatjuk matematikailag tgy, ha a szabalyt
leir6 program hosszat vizsgaljuk. Vezessiik be tehat egy n € N szamra (amelynek persze a mar latott modon
megfeleltethets egy a sorozat) a K(n) = {a legrovidebb program hossza, amely n-et elGallitja} mennyiséget. Ezt a
sorozat Kolmogorov-komplexitdsanak nevezziik, a hires, 1987-ben elhunyt szovjet matematikus utan.

K (n) természetesen fiigg attol, hogy milyen ,,j6” programnyelvet hasznalunk. Azonban barmely gépen (ha nincs
memoriakorlat) elkészithets barmely programnyelv forditoja, amelynek hosszéat a P nyelvben megirva jelolje Cpg, és a
Q nyelvet forditsa a P-re. Igy a P és Q nyelvekhez tartozé K p és K¢ komplexitasokra igaz lesz Kp(n) < Ko(n)+Cpg,
minden n € N esetén; Cpg n-t6l nem fiigg, hiszen a @-beli programhoz még a Cpg hosszu forditéprogramot kell
hozzailleszteni. Ehhez persze még az is kell, hogy a P és @) nyelvek ugyanazokat a jeleket — pl. 0-9, vessz6 stb. —
hasznaljak. Igy, intuitiven

Kp(x) ~ KQ((E), ha KP(X) > CPQ.

K (x) nem kiszamithato6

Ha ismerjiik K (x)-et, az a-et el6allito legegyszertibb szabalyt meg is kereshetjiik: a K (z) hosszi programokat kell
lépésenkeént(!) végrehajtanunk (el6fordulhatnak koztiik olyanok is, amelyek végtelen ciklusba esnek), azaz az Osszes
K (x) hossza programot az Osszes t € N lépésszamig ki kell probalnunk, az egyik biztosan szolgaltatni fogja z-et. A
probalgatas modja pedig azonos a 2-dimenziés bolhaiildozéshez: szamparokat kell kiprobalnunk, az elsé paraméter a
program sorszama, a méasodik pedig a t lépésszam.

Célul most a K (x)-et meghatéarozo algoritmus keresését ttizhetnénk ki. Most mar azonban tudjuk, hogy nem min-
den fiiggvény kiszamithato. K (x) meghatarozasat a H (k, n) megallasi fiiggvény ismeretében elvégezhetjiik: kiprobaljuk
hossz szerinti novekvé sorrendben az Gsszes programot, amely nem esik végtelen ciklusba. Mivel azonban H (k,n) nem
kiszamithato, kénytelenek vagyunk ismét csak a lépésenkénti kiprobalas otletét hasznélni. Példaul az dbran lathato
sorrendben probaljuk ki a programokat a megfelels lépésszamig. Mivel minden véges(!) sorozatot el6 tudunk allitani
programmal, el6bb-utobb talalunk is egy ilyent, pl. az ng-adikat a ¢y végrehajtasi idével. Ha minden, az ng-adik prog-
ramnal révidebb program vagy véget ért ekkorra, vagy valamilyen médon bizonyitani tudjuk, hogy végtelen ciklusba
esik (pl. 0 UGRIK((0,0)), készen vagyunk. Altalaban azonban lesznek programok, amelyeket még nem probaltunk ki
elegends sokaig, ezek kozott lehet, hogy valamelyik egyszertibb szabalyt szolgaltat x-re.

3. Tétel K (x)nem kiszdmithato.

Bizonyitas. A | legkisebb, magyar nyelven ezer bettivel le nem irhat6 szam” tartalmi paradoxon Gtletét vegyiik at
(ez a szam azért nem létezhet, mivel éppen most irtuk le, ezernél joval kevesebb bettivel). Tekintsiik tehat a legkisebb,
C-nél nagyobb komplexitast szamot, ahol C-t majd késébb valasztjuk meg. Ha K (x) kiszamithato volna, az Osszes



szamra kiszamitanank, amig az els6 C-nél nagyobbat el nem érjiik. Tételezziik fel, hogy ez a program létezik, és C-t,
mint adatot tartalmazza.

Legyen Cp a program hossza az adat nélkiil. C-t, mint adatot legfeljebb log,,C + 1 decimélis jeggyel leirhatjuk.
Igy egy x-et elsallité programot kapunk, amelynek hossza

Co +1og,C+1>K(x) > C,

azaz 10-et erre a hatvanyra emelve
C-10%*t >10%, 10%+! > 10¢ /C,

ahol 10¢ /C tetszélegesen nagy lehet, tehat 10901 nél is nagyobb. Ekkora C valasztasaval tehat ellentmondasra jutunk.
Itt persze szo6 sincs paradoxonrol: indirekten azt igazoltuk, hogy K (z) mégsem kiszdmithato. O

A véletlenszertiség és a komplexitas

Most méar moédunkban all jobb jellemzését adni a véletlenszertségnek. Egy algoritmikusan elGallitott végtelen
sorozatot egy véges hosszisagu program szolgéltat: a kezdGszeletek komplexitésa tehat egy megfelel6 hossz utan méar
nagyon kicsiny lesz. A véletlenszeriiségérzet ezzel ellentétben a magas komplexitdashoz tarsul. De mekkora lehet egy x
véges sorozat komplexitasa? Biztosan nem lehet nagyobb mint a PRINT "x" utasitas megfelel6 programnyelvre valé
forditasa, azaz l(z) + C, ahol I(z) a sorozatban szerepld szamjegyek és vesszk Osszhossza, C pedig 2-t6l nem, csak a
programnyelvtdl fiigg.

Masrészt tekintsiik a programokat a mar latott moédon, a 0-9 szamjegyekkel és a vessz6 segitségével kddolva. Ekkor
[-nél révidebb program

-1

11!
14+11+11%... +117 = <11t

darab van, mig olyan sorozat, amelynek a hossza [ (az elvilaszto vesszokkel egyiitt, két egymast kovets vessz6 kozé
ismét 0-t képzelve) 11%; igy van olyan z sorozat, amelyre I(z) < K ().

Réadésul az | + C hosszu sorozatoknak, amelyek szama 117 mar csak kis része, kevesebb mint 1 / 11¢ része lehet
l-nél ,,egyszertibb”.

Egy x véges sorozat véletlenszertiségét tehat gy foghatjuk meg, hogy z-re l(x) ~ K (x), azaz ,nagy” a komplexitésa.
A véletlen-érzetiink is megmagyardzhato: a sorozatok nagy részére nincs igazan révid leiras, az egyszertien elgallithatok
aranya kicsi. Igy valoban ritkabban fordulnak els a szabélyos, mint a szabalytalan sorozatok. A legtobb rogzitett
hossztsagi sorozatot csak a PRINT "x"-nek megfelel§ eljaras allitja els, ez pedig a bolha iildozése szempontjabol
csekeély segitség, hiszen nem ad joslatot a bolha kovetkezs 1épésére.

Egy gyenge primszamtétel

Végezetiil lassunk a Kolmogorov-komplexitasra két, kiilonbo6zé teriiletrsl szarmazoé alkalmazast.
Legyen p(n) az n-nél nem nagyobb primek szamall

1
Tétel. p(n) > 9827

~ log,(logyn)
Bizonyitasvazlat. Tekintsiink egy olyan szamitogépet, amely kettes szamrendszerbeli be- és kimenetekkel dolgo-

zik. Legyen n egy véletlenszert szam, azaz amelyre K(n) > I(n) — C + 1 > logon — C ([logyn] darab bindris jegybdl

— 2, ha n elég nagy.

all n). Tudjuk, hogy n = H Pi%7 valamely o, természetes szdmokra. Mivel n > p® > 29 ezért o, < logyn, igy
p<n prim
az op-t leird jegyek szama, [(ap) < log,logyn.
Allitsuk el§ azt a jelsorozatot, amely (log, logon — 1) egyesbdl, egy 0-bol (ezek oy, hosszat hatarozzék meg) majd
sorra p = 2, 3,5, ... esetén a,-kbdl all:

11...10 e
————— N —— ——
log, log, n a2 jegyei as jegyei ay, jegyei

p(n) darab n-nél kisebb prim

Ennek 6sszhossza tehat (legfeljebb) (p(n) + 1) log, log, n.
Tekintsilink egy programot, amely tartalmaz egy adatot. Megszamolja el6szor az adat elején 1évs egyeseket, az els6
0-ig, majd ilyen hosszi ,,szeletekre” vagja a tovabbi részt, igy oy-ket elGéllitva. Végiil pedig az

o= 11
p prim

kimenettel all le.

LA primszamtétel azt mondja ki, hogy lim p(n) =1.
n—oon/logn




Legyen e program hossza adat nélkiil C, adattal egyiitt tehat
Ci + (p(n) + 1) log, logs, n.
E program elgallitja n-et, tehat hossza K (n)-nél nem kisebb:
C1 + (p(n) + 1) logy logy n > K(n) > logy n — Cs,

<L+1>+p(n)>log72n

log, log, n ~ logy logyn

aAZazZ

Mivel log, log, n tetszGleges nagy lehet, van olyan ng, amelyt6l kezdve

—— + 1) < 2. Ha n-t ennél nagyobbnak vilasztjuk, a bizonyitandét kapjuk.l]
log, logy n

Godel nemteljességi tétele

Gadel tételének egy vdltozata

Az is Hilbert egy kérdése volt akkor, hogy az aritmetika axiomai helyesen irjak-e le az egész szadmok vildgat. Ez 1931-
ben kidbrandito valaszt nyert: Kurt Godel (1906-1978) jott arra ra, hogy amennyiben az aritmetikinak tetszéleges,
algoritmussal felsorolhato és ellentmondasmentes axiémarendszerét tekintjiik, mindig léteznek olyan allitasok, amelyek
nem bizonyithatok ebben az axiémarendszerben.

Meg fogok ilyen allitasokat adni, el6bb azonban ismét csak az aritmetikai allitasokrol és bizonyitasokrol alkotott
intuitiv képilinket kell javitanunk. Hogy ez mennyire fontos, a kovetkezd példa mutatja. Mit mondjunk a kovetkezs
allitasrol:

,En nem vagyok bizonyithato”.
Ami bizonyithato, az igaz, igy az allitds nem lehet hamis, hiszen akkor ¢ maga mondja ki, hogy bizonyithatd. Tehéat
bebizonyitottuk, hogy az allitas igaz?

Hogyan oldhat6 fel az ellentmondas? Ugy, hogy ezt az &llitast egy formalis rendszerben csak a kovetkezképpen
fogalmazhatjuk meg:

»En nem vagyok bizonyithat6 az adott formalis rendszerben”,
és ekkor bizonyitasunk kiviil esik a rendszeren, de az allitas valoban igaz. (A Godel-tétel bizonyitasai altalaban ilyen
tipustu allitast adnak meg, forméalisan.)

E példan lathato, hogy mindig beszélhetiink egy objektumon pl. (N, Gsszeadas, szorzas), igaz allitasokrol. Godel
tétele nem azt jelenti, hogy az egész szamokra vonatkozo bizonyos éllitasok ,kétféleképpen viselkedhetnek”, ,, mind-
Ossze” annyit, hogy nem tudjuk Sket az adott alapfogalmakban adott axiémakbol levezetni. Ez azzal egyenértéki (ez is
bizonyitasra szorulo &llitas!), hogy van két olyan objektum, amelyek nagyon hasonlitanak: érvényes rajtuk az axiéma-
rendszer, azonban bizonyos allitasok kiilonboznek rajtuk. Az aritmetika esetén az egyik objektum az (N,+, x), ahhoz,
hogy ezt a masik objektumtol elkiilonithessiik, tjabb axiémakra van sziikség. De mi lenne, ha n Gsszes igaz allitasat
axioméanak tekintenénk? Igaz, hogy ez egy végtelen axidbmarendszer lenne, de a végességet nem is koveteltiikk meg.
Viszont ahhoz, hogy legalabbis el6 tudjunk tetszéleges axiomat allitani, ha sziikségiink van ra, kell egy algoritmus,
amely ezeket felsorolja. A tétel szerint ilyen nem fog létezni.

Fogjunk most hozza az aritmetika nyelvének vizsgélatahoz. Alapfogalmak lehetnek a 0 szam, a rakovetkezés fiigg-
vénye: S(n) = n+ 1, és az Osszeadas és szorzas fiiggvények. N elemei elGéallithatok, mint a 0 rakovetkezsi. Mivel az
axiomarendszernek mas modellje is lehet, az Gjonnan definidlt szdmokat jeldljiik aldhtzassal. Igy 1 = S(0), n+1 =
S(n)=.5...5(0).

—
n+1

Veégiil axiomak legyenek az Osszeadés, szorzas és a < relacio6 legegyszeribb ismert tulajdonsagai:

(1) m+n = p, ham+n = p (mi tudjuk, hogy ez mely (m, n, p) harmasra teljesiil, és erre kell a rendszert
,megtanitanunk”),

(2) mxn =p, ha m-n = p (hasonloan),

B)z<n pontosan akkor, ha z =0, 1,... ,n — 1 (z most nem alédhuzott, hiszen nem tudjuk, hogy el6all-e, mint
S...5(0)).

Nem trivialis, de igaz, hogy a programokkal, azaz kiszamithaté fiiggvényekkel kapcsolatos allitdsok megfogalmaz-
hatok e nyelven, igy pl. a K (x) komplexitas is.

A masik tény, amelyre sziikségiink lesz, az, hogy az axiémakbol kovetkezs bizonyitasokat fel tudjuk sorolni egy
programmal, feltéve, hogy maguk az axiomék felsorolhatok. (Persze igy varni a Fermat—sejtés bizonyitasara olyan,
mintha ABC sorrendben minden szoveget felirva akarnank Shakespeare miiveit megkapni.)

Most mar kovetkezhet a

Tétel. Rogzitsink egy, az aritmetikat (0,5, +, x, <) tartalmazd rendszert és axidma rendszerét, amely a fenti axi-
omdkat tartalmazza, ellentmonddsmentes és programmal felsorolhatd. Ekkor van olyan C, hogy a ,C < K(x)” igaz
dllitdsok ezen aziomdbdl nem bizonyithatok.(Tudjuk, hogy van olyan z, amelyre C' < K(z), igy ,,C < K(x)™-nek igaz
allitasnak kell lennie.)



Bizonyitas. Hasonloan torténik annak igazolasahoz, hogy K (x) nem kiszamithato. Ismét valasszunk egy nagy C-t
és keressiik meg a helyes bizonyitasok felsorolasédban az els6t, amelynek konklazioja az, hogy valamely z-re K(z) > C.

Igy = elsallithaté annak a programnak a segitségével, amely felsorolja a helyes bizonyitasokat. Ha C joval nagyobb,
mint e program hossza (emlékezziink arra, hogy C-t, mint adatot kellett még a programban tarolni), ismét ellentmon-
dasra jutunk, egy C-nél nagyobb komplexitasi szamot egyszertibben allitunk eld. Itt azonban az ellentmondas csak
ugy oldhato fel, hogy ,,K(x) > C” allitast soha nem is talalunk. Ezzel a tételt belattuk. O

A C konstans elsGsorban az axiémarendszer komplexitasatol fiigg, hiszen a formaélisan helyes bizonyitasokat felsorolo
program az axiémaktol fliggetleniil elkészithetd (az axidmék adatok lehetnek). E megfigyelés alapjan Chaitin (1947 —)
amerikai matematikus, akit6l e bizonyitas szarmézik, a tételt igy foglalta Gssze:

»Ha csak egqy 10 font silyd axiomarendszerink van, nem tudunk egqy 20 font silyd tételt levezetni beldle.”



