Algoritmikus vagy véletlen?
I. rész

Taldn mindenki elgondolkodott mar azon, mit is jelent a véletlen fogalma. Példaul dobjunk fel egy pénzérmét
16-szor, és irjuk fel a kapott fejek és irasok sorozatat. Tételezziik fel, hogy 4 kisérletben a kovetkez6ket kapjuk:

(1) FFFFFFFFFFFFFFFF;

(2) FFFIFFIFFFFIFFFF;

(3) FIFIFIFIFIFIFIFI;

(4) FIFFFIFFIIFIFFIL
(

Az (1) esetben biztosan arra gyanakszunk, hogy az érme cinkelt, még (2) esetén is tul kevés az irasok szama. Nem
hissziik el a (3) eredményt sem, annak ellenére, hogy a dobéasoknak pontosan a fele fej.

A (4) esettel szemben azonban valészintileg semmiféle kételyt nem tamasztanidnk. Gondoljuk viszont meg, hogy
mind a 4 eset egy-egy a lehetséges 2! féle kimenetelb6l, valoszintiségiik tehat azonos.

Igy a jelenség nem a valésziniiségszamitas nyelvén tiinik magyarazhaténak, inkabb az algoritmusokén. Arrél van
sz0, hogy az (1)—(3) eseményeket tul szabalyosnak, egyszerti algoritmussal leirhatonak tartjuk, szemben a szabalytalan,
,véletlenszerd” (4) esettel. Példaul (1) az ,irj le 16 fejet”, (3) az ,irj le 8 FI-t” utasitassal megadhato, de még (2) is, a
harom iras helyének megadéasaval, mig (4)-nél ilyen utasitds nincs.

A cikkben foglalkozni fogunk az algoritmikussag és a véletlenszeriiség Gsszehasonlitasival, az utobbit jellemezziik,
mint az elGbbi ellentétét, s ekdzben az algoritmusok vildganak néhany megleps, paradoxonszeri tulajdonsagat fogjuk
megismerni, s6t Godel hires tételét is be tudjuk majd bizonyitani.

Kezdés el6tt egy figyelmeztetés. Mivel az algoritmusok, a logika teriilete csak igen faradsidgosan és terjedelmesen
tehet6 precizzé, gyakran fogunk intuiciénkra hagyatkozni. Taldn nem lesz ez nagyon zavard annak ellenére, hogy
ki fog deriilni, hogy olyan intuitivan egyszerid dolgok, mint pl. egy program végtelen ciklusba esése, szamitogéppel
kezelhetetlen probléma.

A bolha

Lassunk bevezetGiil egy elemi feladatot: egy bolhat kell a sotétben elkapnunk ugy, hogy minden masodperchen
atugrik a bolha egy maésik helyre (nem latjuk, hogy honnan hova), mi pedig megprobaljuk eltalalni azt a helyet és
racsapni. A bolhat csak akkor lathatjuk meg, ha elkaptuk.

Célunk olyan stratégia kidolgozésa, hogy véges id6 alatt (amely a bolha szerencséjétol fiiggGen tetsz6legesen hosszi
lehet) biztosan elkapjuk a bolhat, ha:

I. A bolha a természetes szamokon (N = {0,1,2...}) ugral, a 0-bol indulva, ismeretlen v € N ,sebességgel”, azaz
masodpercenként v (egész) mezdvel jobbra ugorva.

IT. A bolha ismét N-en ugral, ismeretlen v € N sebességgel, az ismeretlen 2y € N pontbol indulva.

ITI. A bolha a sik természetes szamokbol allo koordinataju pontjain ugral, v = (v, v,) ismeretlen sebességgel, az
ismeretlen (zg, yo) pontbdl indulva.

IV. A bolha egy ,végtelen dimenzids téren” ugral, azaz olyan téren, amelynek pontjait, vagyis a bolha pillanatnyi
helyzetét egy természetes szamokbol allo végtelen sorozat adja meg. A bolha a (0,0,0...) pontbol induljon, és
(v1,v2,vs,...) sebességvektoranak véges sok v; kivételével minden komponense 0 legyen. (Masképpen: a bolha
sebességvektora egy véges sorozat — ha a végérdl a végtelen sok 0-t elhagyjuk.)

V. A bolha N-en menekiil, és barmely ¢ id6pontban helyét egy szamitogép altal végrehajtott algoritmus adja meg,
a t értékének fliggvényében.

VI. A bolharol semmit nem tudunk, véletlenszertien ugral N-en.

Feladat. Tovdbbolvasds eldtt adjunk stratégidt az I-IV esetekre.

x % x
Ellené6rzésképpen, és mivel kés6bb is sziikségiink lesz ra, kovetkezzenek a megoldasok.

I. A tid6pontban a bolha a v-t mezén tartozkodik, tehat ha az 1. masodpercben a v = 0, a masodikbanav =1,.. .,
esetet probaljuk ki, azaz a t-edik masodpercben a ¢ - (t — 1)-edik mezdre csapunk, biztosan elkapjuk a bolhat.

IT. Most a bolha (zg + vt)-n tartozkodik, célunk az Osszes (xo,v) par kiprobalasa legalabb egy-egy idépontban.
Példaul az abran lathatd bejarast valaszthatjuk, ¢ = 1 esetén a v = 0, zg = 0, ¢t = 2 esetén v = 0, 9 = 1,
t=3rav=1,x9=0,... sth. eseteket kiprobalva.



Fontos kiemelni a lényegét annak, amit csinaltunk: kolcsonosen-egyértelmi leképzést adtunk meg N és N x N
(azaz a szamparok) kozott, amelyet jeloljiink ¢ : N x N — N-nel, inverzét ¥ = (¥, ¥y) : N — N x N-nel. Igy
a t-edik masodpercben pl. az (zg,v) = U(t — 1) kezdeti értékekhez tartozd poziciot probalhatjuk ki, azaz a
Uq(t —1)+ Po(t — 1) - t poziciot.

III. Ezek utan egyszerd a megoldas: 4 paraméteriinket (v, vy, zo,yo) kodolhatjuk a go(go(:to, Y0),2 (Ve vy)) képlettel
és a bolhat az Gsszes lehetséges kezdeti feltétel esetén elkapjuk. A ¢ id6ponthoz az xy = \Ill(klll(t — 1)), Vp =
\Ill(\Ifz(t — 1)), yo = Vg (\Ill(t — 1)), vy = Uy (\112(t — 1)) kezdeti értékek tartozzanak.

IV. Ismét megfoghatjuk a bolhat, ha fel tudjuk sorolni lehetséges sebességvektorait, a véges szamsorozatokat, azaz
N-nel ,ko6dolni” tudjuk azokat.

Tegyiik ezt a kovetkezSképpen. Irjuk fel a szamsorozatot vesszokkel elvalasztva, azaz 11 jel: a 0 — 9 szamjegyek
és a vessz6 ( , ) felhasznalasaval. Tekintsiik az igy felirt jelsorozatban a vessz6t is szamjegynek, igy egy 1l-es
szamrendszerbeli szamot, kapunk.

Megvan tehat a felsorolas, ha N szamainak 11-es szamrendszerbeli felirasabol vissza tudjuk allitani a szamso-
rozatot. Problémank egyediil azzal lehet, hogy két vessz&§ kovetkezhet egyméas utan egy 11-es szdmrendszerbeli
szamban. Ekkor tekintsiik egyszertien 0-nak a hidnyz6 szamértéket.

Ez a leképzés mar nem egy-egy értelmid (pl.: 0,0-t allitja el6 , 017 = 110 és , 11 = 10 is, azonban igaz az, hogy

minden idépontban kiprébélunk egy sebességvektort, és elgbb-utsbb ki is prgbaljuk az Osszeset, igy a bolhat
elkapjuk.

Az algoritmusok felsorolhatésaga

Most térjiink rd az V-VI. esetekre. Van-e egyaltalan kiilonbség a ketté kozott? Vajon nem adhaté-e meg minden
Lugralasi sorozat” egy programmal?

Ehhez el6szor is tisztaznunk kell, mi is lehet a szamitogép, amelyet bolhank hasznal, azaz egy szamunkra kezelhetd,
egyszerd de elég altalanos modellt kell alkotnunk. A gép alljon egy memoériabol, amely a bemeneti és szamitas kézbeni
adatokat, illetve a végeredményt tarolja, és egy programtarbol, amely a végrehajtandoé utasitasokat.

Legyen a memoria korlatlanul nagy, azaz minden program hasznalhasson tetszélegesen sok memoriarekeszt, és
minden memoriarekesz tarolhasson egy tetszélegesen nagy természetes szamot. A rekeszek legyenek sorszamozva.

A gép programja éalljon véges sok, egyesével novekedve sorszdmozott sorbol, minden sor a kovetkezd 5 utasitas
egyikét tartalmazhatja:

(1) NOVEL, - a k-adik memoriarekesz tartalmat eggyel noveli;

(2) CSOKKENT, - a k-adik memoriarekesz tartalmat eggyel csokkenti;

(3) KONSTANSk(n) - az n szdmot a k-adik memoriarekeszbe helyezi;

(4)UGRIKg(n1,n2) - ha a k-adik rekesz tartalma 0, az ni-edik, kiilénben
az ny-edik soron folytatja a végrehajtést;

(5) STOP - program vége

Ellenérizhets, hogy ez az egyszerd gép is képes mindarra, amire ,yvalodi” testvérei, amelyek persze ,csak” korlatos
memoridval rendelkeznek.

Feladat. (Csak programozdsban jaratosabbak részére!)

Irjunk programrészt a k-adik és az [-edik rekeszek Ssszeadasara. Az igy kapott 0SSZEAD(k, 1) programrész segitsé-
gével pedig szorozzuk Ossze a k-adik és az l-edik rekeszek tartalméat. (ElkészithetGk tovabbi, a személyi szamitogépen
ismert (pl. BASIC) utasitasok is a bolha szamitogépén.)

Ahhoz, hogy a bolha valoban alkalmazni tudja a gépet, mar csak arra van sziiksége, hogy programja a kovetkezs
lépést idGegység alatt elkészitse. Egy idealizaciot (a végtelen memoria feltételezését) mar tettiink abbol a célbol, hogy
minden program, méretétdl fiiggetleniil végrehajthato legyen, kossiik ki még azt is, hogy idGegység alatt szolgaltasson
is eredményt. Ez az idealizaci6 sem ttinik ,lehetetlenebbnek”, mint a végtelen memoria.

Kozeledjlink az V. esethez a szokasos moédon: probaljuk meg felsorolni a bolha lehetséges stratégiait.

1. tétel. A programok beszamozhatdak, azaz létezik olyan leképezés, amely minden természetes szdmhoz eqy prog-
ramot rendel, és minden programot eldallit.



Bizonyitas. Lattuk, hogy van olyan leképezés, amely minden N-beli szamhoz egy véges sorozatot rendel. Elegendd
tehét a véges sorozatokat tovabbképezni programokks gy, hogy minden program el6alljon valamely véges sorozatbhoél.
Ekkor a két leképezés egymasutanja sorszamozza be a programokat.

Tekintsiink egy programot, és hagyjuk el a sorszamozast (nincs a sorszamra sziikség, hiszen ugyis egyesével névek-
szik). Irjuk ezutdn az utasitdsait egy sorba, az utasitasokat és paramétereket vesszGvel elvalasztva. Pl. a

0 NOVEL,

1 UGRIK2(0,2)

2 STOP
programbol a NOVEL ,1,UGRIK,2,0,2,STOP sorozat keletkezik. Ez szamsorozatta alakithato, ha az utasitdsokat ko-
doljuk, pl.

0 — NOVEL

1 — CSOKKENT

2 — KONSTANS

3 — UGRIK

4 — STOP

Igy minden programnak megfelel egy szamsorozat, a fentinek a 0,1,3,2,0,2, 4.

Nézziik meg, hogyan tudunk forditva, minden sorozathoz egy programot rendelni.

Mindjart az els6 szammal baj van: ha 4-nél nagyobb, nem felel meg neki utasitas. Ezen segithetiink, ha minden 4-nél
nagyobb vagy vele egyenl§ szamhoz a STOP-ot rendeljiik, ha utasitas helyén all. Ezutdn mar van egy utasitasunk.
Tudjuk, hogy hany paramétere van (STOP-nak 0, NOVEL , CSOKKENT-nek 1, KONSTANS-nak 2, UGRIK-nak 3), igy a sorozat
kovetkezd megfelel elemei lesznek e paraméterek, a kdvetkezs sorozatelem pedig az Gj utasitis. Baj csak a végén lehet,
ha egy utasitds paraméterei hidnyoznak, mert elébb ért véget a sorozat. Ekkor nulldkkal pétoljuk a hidnyzoé értékeket.
Igy minden sorozathoz hozzarendeltiink egy programot, és minden programot el6 is allitottunk.C]

Ez megadja a valaszt az V. esetre: a t-edik masodpercben a t-edik programot a ¢ bemenettel kell végrehajtani,
igy a bolhat elébb-utébb elkaphatjuk. Ez a gondolatmenet még egyszertien szamitogépesithetének is tidnik, hiszen
a k szambodl elGallithatdé a k-adik program, és ennek utasitasait tudjuk szimulalni egy masik gépen. Erre késGbb
visszatériink.

Cantor atlos eljarasa, a megallasi fiiggvény

Vizsgéljuk most a VI. esetet. Ha a bolha szerencsés, ill. kémei vannak, megteheti, hogy mindig amellé a mez& mellé
lép, amelyre csapnank, ezzel maganak 6rok életet biztositva. Tehat nemleges lesz a valasz e kérdésre, ami azt is jelenti,
hogy nem lehet minden szadmsorozatot szamitogéppel elGallitani.

Ha csak a 0 — 9 helyekre ugral a bolha, akkor is annyiféle végtelen sorozatot tud elgallitani, mint ahédny valés szam
van [0, 1]-ben: irjuk egyszerten tizedespont mogé sorra szamjegyekként a bolha altal elfoglalt mezdk szaméat. Biztosan
sokak szaméra ismert, hogy [0, 1] intervallum valés szamainak szamossaga nagyobb, mint N-&, nincsen olyan N — [0, 1]
fiiggveény, amely az egész [0, 1]-et felveszi.

Tulajdonképpen ezt lattuk be az el6bb, &m a moddszert, Cantor atlos eljarasat, célszertd még egyszer meggondolni.
Tételezziik fel, hogy [0, 1] valos szamai felsorolhatok, példaul:

0, a11a120a13 - - .

0,az21a22a23 . ..

A bolhaiildézéssel analog modon az ay; atlot vizsgaljuk. A 0,(ar1+1)(age+1) ... szam (ahol most 941 definici6 szerint
0) nem szerepelhet a felsorolasban, hiszen ha abban a t-edik lenne, t-edik jegyének a;; # ay + 1-nek kellene lennie.

Térjiink most vissza az V. esetre. Mi van, ha a bolha ekkor is kémkedik? Ha esetleg mi is szamitogépet vesziink
igénybe, el6re megtudhatja annak programjat, és ezt csak egy utasitassal kell kiegészitenie a menekiiléséhez: eggyel
novelnie kell a végeredményt, hasonldéan az el6z6 atlés eljarashoz.

Az el6bb viszont meg tudtuk adni a stratégiat a bolha elfogésara. Hol lehet a hiba? A valasz csak az lehet, hogy
ild6z6 modszeriink programmal nem kiszamithatd (tudjuk mar, hogy vannak ilyen sorozatok). A k-adik program
azonban szimuldlhat6 a k szam ismeretében (aki nem hiszi, jarjon uténa: készitsen valamely gépen programot e
feladatra). A maésik lehetGség, hogy esetleg nem tudunk id6ben elkésziilni kovetkezs lépésiinkkel. Mi van, ha pl. a

0 UGRIKq(0,0)
programot tekintjiik éppen? Ez soha nem szolgéltathat eredményt, hiszen végtelen ciklusba esik, elrontja tehat a mi
algoritmusunkat is.

Ez j6 magyarazatnak tinik, &m mi lenne, ha kicsit igyeskednénk és csak azokat a programokat hajtanank végre,
amelyek nem esnek végtelen ciklusba. Legyen pl.

H(k,n):{

0, ha a k-adik program az n bemenetre végeredménnyel megall,
1, ha végtelen ciklusba esik.



El6szor tehat H(k, n)-t kell kiszamitanunk, pl. kisztirni a fentihez hasonlé sorokat - (aki nem hiszi irjon ra algoritmust).
Ha ez 0, végrehajtjuk a programot, ha nem, egy idSegységnyit pihenhetiink (vagy pl. a 0-ra csapunk).
Mivel mar tudjuk, hogy ez lehetetlen, a kovetkezd konklaziéra kell jutnunk:

2. Tétel. H(k,n) szamitigéppel nem kiszamithatd.

Bizonyitas. Tulajdonképpen méar elhangzott, de emeljiik ki még egyszer a lényeget. Legyen f(k,n) a k-adik
program kimenete az n bemenet esetén, ha létezik, kiilonben legyen pl. 0. (A bolhaiild6ézés soran tehat f(k,k)-t kell
meghataroznunk.) Ha H(k, k) kiszamithaté volna, akkor f(k,k) is, hiszen el6szor H (k, k)-t meghatarozva a k-adik
programot csak akkor kell végrehajtani, ha valéban eredményt is szolgaltat.

Legyen g(k) = f(k, k) + 1. Indirekt feltevésiink szerint ez is egy program, pl. az l-edik.

Igy f(1,1) = g(1) = f(1,1) + 1, ellentmondés. [J

A szamitogépek védelmében

Miel6tt azt gondolnank, a szamitastechnikusoknak bealkonyult, sosem lesz mesterséges intelligencia, hiszen ime
egy feladat: ,konnyedén” megtalaljuk egy programban a végtelen ciklusokat, &m a gép mégsem boldogul vele; mi lenne,
ha a program a kovetkezd volna: soroljuk fel az Osszes szamnégyest (pl. a ¢ (p(z,y), p(z,n)) segitségével), és addig
maradjunk ciklusban, amig az x™ 4+ y™ = 2" Osszefiiggés fenn nem &ll koztiik. A hires Fermat sejtés tehat csak specidlis
esete H(k,n) meghatarozasanak!

Altalaban is érdekes vizsgalni azt az esetet, amikor a bolha menekiiléprogramja diofantoszi egyenletek (egész egyiitt-
hatos polinomok) egész gyokeit adja meg. Hilbert (1862-1943), koranak nagy matematikusa, az 1900-as Nemzetkozi
Matematikus konferenciara altala fontosnak itélt feladatok egy listajat készitette el. A 10. probléméja éppen az volt,
hogyan donthets el egy diofantoszi egyenletrél, hogy van-e gyoke. Sokak kozremiikddésével csak 1961-t6l kezdett el
érni annak bizonyitésa, hogy nincs altalanos moédszer (azaz szamitogépesithetd algoritmus) e feladatra.

Még egy érv a most kissé ellentmondasosnak ting algoritmuselmélet védelmében. Tulajdonképpen ,megbukott” az
az idealizacio, hogy minden program idGegység alatt végrehajthato. A bolhanak csak olyan programvalasztasa lehet,
amely minden bemenetre 1 idSegység alatt kimenetet szolgaltat. Ha nekiink egy kicsit jobb gépiink van, soronként
szimulalhatjuk a lehetséges programokat, és ha annyi lépéssel, amennyinél tobbet a bolha nem tud idSegység alatt
végrehajtani, nem kapunk eredményt, kisziirtiik a programot a lehetséges menekiilési stratégiak koziil. A bolha viszont
a mi programunkat nem hajthatja végre, hiszen az 6 gépe lassabb a miénknél.



