Az 1990-91. tanévi
Orszagos Ko6zépiskolai Tanulmanyi Verseny
feladatai
Els6 (iskolai) fordulo

I. kategoria

1. feladat: Egy tetraéder (haromszog alapu guala) cstcsai: A, B, C, D. Az AB él hossza 82 cm. A t6bbi él hossza
névekvo sorrendben: 14 cm, 26 cm, 36 cm, 54 cm , 72 cm . Melyik lehet ezek koziil a C'D él hossza?

(8 pont)
2. feladat: Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert a valés szamok halmazan:
T4 zy+y=2+3V2
22 +y? = 6.
(8 pont)

3. feladat: Legyen P az ABC haromszog tetszéleges belsé pontja. Jeloljiik Si-gyel a PAB haromszog, So-vel a
PBC haromszog, Ss-mal a PC' A haromszog stulypontjat. Bizonyitsuk be, hogy az 575555 haromszog teriilete fliiggetlen
a P pont helyzetétdl!

(12 pont)
4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha a + 8+ v = g és0<a< g, 0<p< g, 0<y< g, akkor
tga - tgf +tgh - tgy +tgy - tga =1
(12 pont)
5. feladat: Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan az
z? —y? =4p
egyenletet, ha p primszam!
(14 pont)
6. feladat: Egy haromszog oldalai a, b, ¢ hossztusaguak, és igaz ezekre a kdvetkezs Gsszefliggés:
(b +a*)(2¢ = 0% — a?) = (2 + 1)+ 4b(b — ¢).
Szémitsuk ki a haromszog szogeit!
( 14 pont)

IL. kategoria

1. feladat: Az ABCD konvex négyszog AC és BD atloi merdlegesek egymasra, o, 3, §, v szogei pedig ebben a
sorrendben egy névekvs szamtani sorozat egymast kovets elemei. Az ABD haromszog a1, B1, 41 szogei is egy szamtani

sorozat egymast kovets elemei. Hatarozzuk meg a 1 arany pontos értékét!
(7 pont)

2. feladat: Az ABCD szimmetrikus trapéz (AB || CD, AB > CD) oldalaira kifelé olyan téglalapokat szerkesztiink,
amelyek két szomszédos oldala a trapéz megfelelé két szemkozti oldalaval egyenls. Bizonyitsuk be, hogy a téglalapok
kozéppontjai egy négyzet cstucsait!

(7 pont)

3. feladat: Hatarozzuk meg a valds szamokon értelmezett

f(@) = (z =)z —2)(x = 3)(z —4)

fiiggvény legnagyobb és legkisebb értékét az 1 < z < 4 intervallumon!
(7 pont)



4. feladat: Palindrom szamok azok a természetes szamok, amelyek héatulrél el6re olvasva ugyanazt az értéket
adjak, mint elolrdl hatulra olvasva (ilyen példaul az 1991). Van-e a szazjegyd palindrom szamok kozott a) primszéam;
b) kobszam?

(7 pont)

5. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n természetes szamra

[Vn++vVn+1] = [Vin + 2],

ahol [¢] a ¢ szam egész részét jeloli.
(7 pont)

III. kategoria

1. feladat: Palindrom szdmok azok a természetes szamok, amelyek hatulrél elére olvasva ugyanazt az értéket
adjak, mint elolrdl hatulra olvasva (ilyen példaul az 1991). Van-e a szazjegy(d palindrom szamok kozott a) primszéam;
b) kobszam?

(7 pont)

1
2. feladat: Tegyiik fel, hogy ABC D négyszog B-nél levs szoge konkav, tovabba, hogy a négyszog teriilete 1 (AD -

DC — AB - BC) teriiletegység. Mekkora a konkav szog, ha az A és C cstcsbol induld belss szogfelezok merdlegesek
egymasra?
(7 pont)

3 feladat: Rajzoljunk egy haromszog beirt koréhez valamelyik oldallal pArhuzamos érint6t. Igazoljuk, hogy ennek
a haromszogbe es6 szakasza nem lehet a keriilet nyolcadrészénél nagyobb. Fennallhat-e egyenlGség?
(7 pont)

4. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n természetes szamra

[Vn+vVn+1] = [Vin + 2],

ahol [c] a ¢ szam egész részét jeldli.
(7 pont)

5. feladat: Egy dobozban harom egyforma meéretd és anyagu, de kiillonb6z6 szinid golyé van. Anna és Balazs
megkérik egy tarsukat, hogy ujra és ujra huzzon ki egy golyot, jegyezze fel a szinét, és tegye vissza. A jaték akkor ér
véget, amikor az alabbi két esemény valamelyike legelGszor bekovetkezik:

A) Mar mindharom golyot kihtuztak.

B) Valamelyik golyot mar haromszor kihuztak.

Ha a jaték az (A) eseménnyel fejezGdik be, akkor Anna nyert, ha pedig a (B) eseménnyel, akkor Balazs. Kinek
nagyobb a nyerési esélye?

(7 pont)

Masodik (dontd) forduld
I. kategoria

1. feladat: Egy zenekar tagjai koziil mindenki pontosan egy hangszeren jatszik, mégpedig vagy iit6s, vagy vonds,
vagy favos hangszeren. Az it6 hangszeren jatszok atlagéletkora 37 év, a favéosoké 23 év, a vondsoké 41 év. Tudjuk azt
is, hogy az iitGsok és fuvosok kozos atlagéletkorat szamitva 29 évet kapunk; tovabba a fivdsok és vonosok egyiittesének
atlagéletkora 33 év; végiil a vonosok és iitGsok esetén az atlagéletkor 39,5 év.

Mennyi a teljes zenekar atlagéletkora?

2. feladat: Az ABC hegyesszog haromszogbe maximalis teriiletii téglalapot irunk be tgy, hogy a téglalap egyik
oldala a haromszog egyik oldalara, két csiicsa pedig a haromszog mésik két oldalara illeszkedjék. A haromszog egyes
oldalai folé a leirt médon emelt maximélis teriileti téglalapok koziil melyik teriilete a legnagyobb és melyik keriilete
a legkisebb? Mit mondhatunk akkor, ha az ABC haromszog derékszogi?

3. feladat: Igazoljuk, hogy ha «, 3, v egy haromszog szogei, akkor

sin o sin sin
1< p i <2

sinf+siny  siny+sina  sina+ sin g '




II. kategoria

1. feladat: Hany olyan kilonb6z6 (Hy, Ha, Hs) halmazharmas van (ahol a halmazok sorrendje is lényeges),

amelyekre
HyUHyUHs;={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

és
HiNHyNH; =0
egyarant teljesiil?
2. feladat: Adjuk meg az Gsszes olyan valos egyiitthatos
p() = apr™ + ap_12" ' 4.+ a1z +ag
polinomot, amelyek minden valés z-re kielégitik az
1—a2* <p(x) <142

egyenlGtlenséget!

3. feladat: Egy hatszog szogei egyenl6k, teriilete 1, oldalainak hossza pedig valamilyen sorrendben egy d dif-
ferencidju szamtani sorozat egymast kovets elemei. Mely d értékek esetén van — egybevagdsig erejéig — a hatszog
egyértelmtien meghatarozva?

III. kategoria

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy az

22+ 22y +y* —2y+8=0
4a* 43 =113

egyenletrendszernek nincs megoldasa valés szamokban.

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb 6toldala konvex sokszognek van olyan csicsa, amelyet egy alkalmas
atlo felez6pontjara tiikrozve a sokszog belsd pontjahoz jutunk.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a
2n 2n — 1\ (n 2n —2\ (n 2n —n\ (n
- — (=" =1
)= ) () 6) = (7))
egyenldség barmely n pozitiv egészre teljesiil.
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