Februar 28-an és méarcius 1-jén kétnapos versenyre keriilt sor a nyari Sigtuna-i (Svédorszag) XXXII: Nemzetkozi
Matematikai Didkolimpidra torténé felkésziilés kovetkezs alloméasaként. A korabbi versenyek eredményei alapjan 58
diak vett részt az olimpiai rendszerben — mindkét napon 3-3 feladat — lezajlott versenyen, amelynek zokken&mentes
lebonyolitasara az Allami Biztosité és az Intellrobot szives tamogatasaval keriilt sor.

A verseny feladatai a kovetkezdk voltak:

1. Legyen P egy paros oldali konvex sokszog olyan belsé pontja, amelyik nincs rajta a sokszog egyik atléjan sem.
Legyen H azoknak a haromszogeknek a halmaza, amelyek csicsai a sokszog csicsai koziil valok és tartalmazzak a P
pontot.

Bizonyitsuk be, hogy H-nak péros sok eleme van.

(7 pont)

2. Van harom urnank, mindegyikiikben néhany goly6. Ha az A urndban legalabb annyi goly6é van, mint a B
urnaban, akkor a B urna tartalmat megduplazhatjuk az A-bol kivett golyokkal, és ez a lépés barmely két urna kozott
elvégezhetd.

Bizonyitsuk be, hogy ilyen lépések alkalmas sorozataval a hdrom urna valamelyike kiiirithetd.

(7 pont)

3. Mennyi 22 + y* + 2% + v? + 2y + zv minimuma, ha z,y, z és v olyan valos szamok, amelyekre zv — yz = 17

(7pont)

4. Milyen nemnegativ egész k szamra lehet az

1598,1598 + 1,...,1598 + k

szamokat két k6z6s elem nélkiili halmazba osztani tgy, hogy mindkét halmazban egyenls legyen a szamok Osszege?
(7 pont)
5. Az ABC haromszog AB, BC, illetve C' A oldalan ugy vessziik f6l a C1, A; illetve By pontokat, hogy az AB;C1, BCy Ay
és C' A1 By haromszogek beirt korei egyenld sugariak. Ha ez a sugar g, az Ay B1C1 illetve az ABC beirt korének sugara
pedig r1, illetve r akkor bizonyitsuk be, hogy

r=1r+ 0.

(7 pont)
6. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész, akkor 1étezik harom kiilonb6z6 egész, melyek mindegyike nagyobb mint
n? és kisebb mint n? 4+ n + 3v/n ugy, hogy egyikiik oszt6ja a masik kettd szorzatanak.
(7Tpont)
A verseny elsé hat helyezettje:

Boncz Andrds IV. o. t. (Zrinyi Gimn., Zalaegerszeg) 34 pont,

Harcos Gergely IV. o. t. (Apaczai Gimn., Budapest) 33 pont,

Turdnyi Zoltdn IV. o. t. (Berzsenyi Gimn., Budapest) 29 pont,
Ujvary-Menyhdrt Zoltdn IIL. o. t. (Fazekas Gimn., Budapest) 28 pont,
Por Attila 1II. o. t. (Fazekas Gimn., Budapest) 28 pont,

Maréti Miklés IV. o. t. (Radnéti Gimn., Szeged) 27 pont.

Az eddigi eredmények alapjan 20-fGs keret késziil tovabb a nyéari olimpiara, a verseny elsé négy helyezettje pedig a
négytagli magyar csapatot alkotta a II. magyar-izraeli matematikaversenyen, amelyre marcius 21. és 28. kozott keriilt
sor, ezuttal Budapesten. (Err6l 6szi szamaink valamelyikében részletes beszamolot kozliink.)

Ko6szonetet mondunk Benczir Péter, Drasny Gdbor, Hausel Tamds, Keleti Tamds, Kecskés Kornél, Sustik Mdtyds
volt olimpikon matematikus egyetemi hallgatoknak a verseny lebonyolitdsdban és a dolgozatok gyors értékelésében
nyujtott segitségiikért.

Az alabbiakban a verseny nehezebbnek bizonyult 2., 3. és 6. feladatainak megoldasat kozoljiik.

2. feladat

I. megoldas. Hivjunk egy urnat parosnak, illetve paratlannak attél fiiggen, hogy a benne 1évé golyok szama
péros vagy paratlan. Elszor megmutatjuk, hogy minden eset visszavezethetd arra, amikor az urnék koziil ketts paros,
egy pedig paratlan.

Ha az urndkban Osszesen paratlan sok goly6 van, akkor vagy maéris a fenti helyzetben vagyunk, vagy pedig mindhéa-
rom urna paratlan. Ekkor két tetsz6legesen kiszemelt urna kozott egy 1lépést elvégezve a paros—paros—paratlan esethez
jutunk.

Ha a golyok Osszege az urnédkban péros, akkor vagy mindharom urna paros, vagy pontosan ketté paratlan. Utobbi
esetben a két paratlan urna kozott egy lépést elvégezve mindharom urna péros lesz. Ragasszuk most 0ssze minden
egyes urnaban kettesével a golyokat; minden egyes tovabbi lépés ezutan nyilvan ugy is elvégezhets, hogy a golyokat
parosaval mozgatjuk. A | golyok” szama tehét a felére csokken, ezzel el6bb-utébb eljutunk a paratlan G6sszeghez, igy
valoban elegendd a pdros—pdros—pdratlan esettel foglalkozni.



Jelolje tehat az egyes urnak tartalmat a, b és ¢, ahol a és b paros, ¢ pedig paratlan, és az is nyilvan foltehetd, hogy
a < b. Megmutatjuk, hogy ebbdl véges sok lépés utan eljuthatunk az (a, b —a, ¢+ a) allapotba, ahol tehat két urna
tovabbra is péaros, a paratlan urnaban pedig ndtt a golyok szama — és természetesen tovabbra is péaratlan maradst.
Innen a feladat allitasa mar kovetkezik, hiszen a paratlan urna tartalma nem lehet akdrmilyen nagy, ezért elgbb-ut6bb
egyenld kell legyen a két paros urna tartalma, és igy a kovetkez6 1épésben egyikiik kitirithetd.

A fenti allitdshoz bebizonyitjuk, hogy egy paros és egy paratlan urna kozott megfelels szamu 1épést elvégezve a
paros urna tartalma megfelezhets. Legyen ugyanis a kezdeti allapot (ug,vg) — ahol tehat (ug,vo) paratlan — a lépések
sorozata pedig

(uwo,v0) = (u1,v1) = oo = (Un,Up) = ...

Mivel u; + v; allando és az ilyen rendezett parok szama véges, el6bb-utobb olyan (u,v) allapothoz jutunk, amelyik
mér kordbban is el6fordult. Gondoljuk meg azonban, hogy ha w és v koziil pontosan az egyik paros — mondjuk u—, akkor

csak az (%, v+ g) allapotbol kaphattuk az (u; v) allapotot, hiszen a paratlan v értéket nem kaphattuk duplazéssal. Ez

azt jelenti, hogy egy paros—paratlan (u,v) allapot elédje egyértelmi. Ha pedig egy allapot valamikor megismétlgdik,
akkor mivel egyenld &llapotok elédei is azok, az els6nek ismétlsds allapot csak az (ug,vo) lehetett. Az allapotok
sorozata tehat ,tiszta szakaszos” .

Nézziik most a két urnat a kezdeti (ug,vg) allapot elss ismétlsdése el6tt. Az elébbiek szerint ha példaul ug pa-
ros, akkor (ug,vo) egyértelmi el6dje (uo/2,vo + uo/2), valoban megfeleztiik a paros urna tartalmat. Ha még azt is
biztositjuk, hogy ug/2 is paros legyen, akkor a kezdetben paratlan urna a paros megfelezése utan is paratlan marad.

Tekintsiik e célbol a fentiekben emlitett paros—paros—paratlan (a, b, ¢) allapotot, ahol tehét a < b a két paros urna
tartalma. Koztiik egyetlen lépést végrehajtva a (2a,b — a,c) allapothoz jutunk. Ha ezutéan felezziik meg az els6 urna
tartalmat a paratlan urna segitségével, akkor éppen az igért (a,b — a,c+ a) allapotot kapjuk, és innen, mint lattuk, a
bizonyitandé allitas kovetkezik.

Maroti Miklos dolgozata alapjan

Megjegyzés. A bizonyitdsban kulcsszerepet jatszott az alabbi, més feladatok megoldésa soran is jol hasznélhato
észrevétel. Ha M egy véges halmaz, f pedig az M-nek egy kolcsonosen egyértelmi leképezése nmagara — tehat f-
nek létezik inverze —, akkor tetsz6leges ap € M-bél kiindulva az a,, = f(a,—1) Osszefliggéssel kapott ag, a1, ..., ak ...
sorozat ,tiszta szakaszos”.

II. megoldas. Jelolje az A, B, C urndkban a golyok kezdeti mennyiségét a, b és ¢, ahol 0 < a < b < ¢ nyilvan
foltehets. Megadunk egy eljarast, melynek eredményeként az urndk tartalmanak a minimuma — ez most a — csdkken.
Ez nyilvan elegendd, hisz az eljaras véges sokszori alkalmazaséaval valamelyik urna kiiiril.

Osszuk el b-t — a kozéps6 urna tartalmat — maradékosan a-val, legyen b = a - ¢ + r, ahol 0 £ r < a. Megmutatjuk,
hogyan vehet6 ki a B urnabdl ¢ - a darab goly6.

Irjuk fel a ¢-t a kettes szamrendszerben, majd tegyiink az A urnaba rendre a, 2a, 4a,. . ., 2F .q, ... darab golyot
gy, hogy ha 2° szerepel a ¢ kettes szamrendszer-beli alakjaban, akkor a B-b6l, ha pedig nem, akkor a C-bsl rakunk
at az A-ba 2° - a darab golyot. Mivel b < ¢, igy a C-beli golyok erre elegendék, hiszen utoljara a B urnaboél vesziink ki
golyot.

Az eljaras végén a B urnaban r darab golyé marad, és igy r < a miatt a minimum valéban csokken. Ezzel a
bizonyitast befejestiik.

Farago Gergely és Csdrnyei Marianna 6tlete nyoméan
Keleti Tamas ELTE, TTK

3. feladat. A feladatra algebrai és geometriai jellegli megoldasok sziilettek. Lassunk elGszor egy algebrait.
Mivel kifejezésiink ilyen forméaban nehezen kezelhets, probalkozzunk meg 4j valtozok bevezetésével: legyen

r=a+b y=a-b, v=c+d, z=c—d

(ilyen a, b, ¢, d nyilvan létezik). Ezzel a helyettesitéssel kifejezéstink a kovetkez6 alakot 6lti:

(a+b)2+(a=b2+(c+d?*+(c—d)?+ (a+Db)(a—b)+ (c+d)(c—d)=3a® +b* + 3¢ + d°

Vizsgaljuk meg, mit kapunk a feltételbdl:

(a+b)(c+d)—(a—0b)(c—d) =2ad+ 2bc = 1.

A befejezés ezutan kézenfekvs; mivel
(V3a —d)? + (V3c—b)2 >0, ezért 3a%+ b + 3¢ + d* > V/3(2ad + 2bc) = V3.

Kifejezésiink igy mindenesetre legalabb V3. Megmutatjuk, hogy ezt az értéket el is érheti: a

1
d=+3a, b=+V3c és 2aV3a+ 2cvV3c=1-bol a2—|—02:2—\/§



egyenletrendszer barmely megoldasara (ilyen nyilvan létezik) kifejezésiink értéke, a feltétel teljesiilése mellett, V3 lesz.
A keresett minimum értéke tehat /3.
e
Ezutan az ,algebrai” bizonyitas utan talan egy kicsit meglepd, hogy feladatunk lényegében — a haromszog geomet-
ridjabol jol ismert —

(1) a? + b+ 2> 4TV3

egyenlStlenség igazolasa volt, ahol a, b és ¢ egy T teriiletd haromszdg oldalai. Tekintsiik ehhez a sikon az A(0,0),
B(—=z, z), C(y, —v) pontokat. Ekkor az ABC' haromszog oldalainak négyzetosszege a kovetkezs lesz:

AB? + AC? + BC? =22 + 22 + 9 + 0 + (x +y)° + (v + 2)? = 2(2® + y® + 02 + 22 + 2y + v2),
mig a haromszog teriiletére az ismert Osszefiiggés szerint: 27 = |zv — yz|, ami a feltétel szerint 1. Az (1) egyenlGtlen-
ségbe ezeket beirva kapjuk, hogy
22+ 2+ 0P+ 22ty + vz > V3,
és az egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha az ABC haromszog szabalyos és teriilete 1/2.
Hausel Tamas, ELTE, TTK

6. feladat

Megoldas. Adott n > 0 esetén jelolje k azt a legnagyobb egész szamot, amelyre k(k + 1) < n. Erre a k-ra nyilvan
0 £ k < n, tovabba

k(k+1) <n < (k+1)(k+2).

Legyen

(1) a=n+k+1)(n—k),
(2) b=Mm+k+2)(n—k),

(3) c=Mm+k+1)(n—-k+1).

Az a, b, ¢ értékek ilyen kivalasztasaval nyilvan alb- ¢, tovabba b = (a+n — k), c = a+n+ k+ 1 miatt a < b < ¢,
hiszen 0 < k < n. Igy elegendd az

4) n*<a=n*+n—k(k+1)
és az
(5) n?+n+3v/n>c=n>4+n+n—(k*-1)

egyenl6tlenségeket igazolnunk.
A (4) egyenldtlenség a k kivalasztasabol adodo n — k(k + 1) > 0 egyenlStlenség nyilvanvaloé kovetkezmeénye. Az (5)
egyenl6tlenséghez pedig elegendd a rendezés utan adodo

(6) n—3vn+1<k?

egyenl6tlenséget igazolnunk. Ez nyilvan teljesiil, ha n = 1 vagy 2, hiszen ekkor k = 0 és (6) bal oldala negativ.
Legyen n = 3 és tegyiik fel, hogy (6) mégsem igaz, vagyis

3\> 5
k2§n—3\/ﬁ+1_<\/__5) -

3 3
Ez azt jelenti, hogy k < [v/n — §| =+/n— 3 ahonnan

1

(k+1)(k+2) < (\/_—5) (\/ﬁ+%) zn—i<n,

ellentétben a k kivalasztasaval.
Drasny Gabor, ELTE, TTK



