1. Legyen p pdratlan primszdim, n pedig pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy pn®-nek legfeljebb egy olyan d pozitiv
osztdja van, amelyikre d 4+ n? négyzetszam.

I. megoldas: A szamelmélet alaptétele értelmében d primszamhatvanyok szorzatara torténd felbontasaban csak
azok a primszamok szerepelhetnek, amelyek pn? felbontasaban szerepelnek, és legfeljebb akkora kitevén, mint az utobbi
felbontasban. Igy ket esetet kiilonboztethetiink meg. Ha p nem szerepel d felbontasaban, akkor d osztéja n2-nek is, ha
pedig szerepel, akkor d = pd’, ahol d’ osztoja n*-nek.

Feltétel szerint van olyan m pozitiv egész, amelyre az els6 esetben

d+n?=m? amasodikban pd +n?=m?.

Véve d, illetSleg d' egy tetszés szerinti ¢ prim osztojat, azzal n? és m? is oszthat6. Mivel a primtényezss felbontas

lenyegében egyértelmii, ez csak tgy lehetséges, ha az alapok is oszthatok g-val, és igy n? és m? oszthato ¢>-tel.

Ekkor d, illetsleg d’ is oszthato ¢>-tel, kivéve a masodik esetben, ha ¢ = p. Az emlitett eset kivételével tehat
egyszertsithetiink ¢>-tel, és

d* +n? =m?, illetsleg pd* +n'? = m"™

alakua 6sszefiiggésekhez jutunk, ahol d* osztoja n'*-nek.

Ha a mésodik esetben ¢ = p, akkor is oszthatunk ¢>-tel, csak akkor a fenti elsé tipust egyenlethez jutunk, ahol d*
most is osztoja lesz n'?-nek.

Az eljarast megismételhetjiik sorra d* minden prim osztdjara, és igy azt kapjuk, hogy van olyan pozitiv egész n;
és m1, amelyekkel fennall, hogy

(1) 1+n2=m? vagy p+ni?=m

Az eljaras soran minden lépésben n egy ¢ prim osztdjanak a négyzetével egyszertisitettiink, tehat végiil is egy olyan
no? egésszel, amelyikre
n=nny és d= n22, illet6leg d = pn22.

Az (1) alatti els6 egyenlet nem &llhat fenn, mert két pozitiv négyzetszam kiilonbsége legalabb 3. A maéasodik
egyenlGségbsl
p=(mq1+ni)(mi —mnq).

Mivel p primszam, igy ebbsl
mi+n,=p, my—ny=1, tehat 2n; =p-—1.

Ezzel azt kaptuk, hogy a feladat feltételei akkor teljesiilhetnek, ha
1 i 9
n=§(p—1)n2 és d=pnsy°.

Ezekre L 1 A - )
+n° = {p—i— [i(p—l)} }n2 = [i(p—i-l)} n; = [i(p—l—l)ng}

valéban négyzetszam.

1
Eszerint valéban legfeljebb egy megfelel6 d van, éspedig akkor van ilyen, ha n oszthato §(p — 1)-gyel.

Megjegyzés: Nem hasznaltuk ki a megoldas soran, hogy p pératlan, viszont p = 2 esetben az (1) alatti méasodik
egyenldség sem allhat fenn, tehéat nincs a feladat feltételeit kielégits d szam. Ennek bizonyitasat kivanta az 1953. évi
verseny 2. feladatall

Valamivel révidebb megoldast kapunk, ha felhasznaljuk az tgynevezett eukleidészi lemmat, amelyik szerint ha egy
szam osztoja egy szorzatnak, de relativ prim az egyik tényez6hoz, akkor osztéja a masik tényezdnek.

II. megoldas: Feltétel szerint van olyan k és m egész, amelyekre

pn?=dk és d+n?=m>
Jeloljiik n és m legnagyobb kozos osztéjat d’-vel. Ekkor n = d'n/, m = d'm/, ahol m’ és n’ egymaéashoz relativ prim.
A fenti masodik egyenlGséget k-val végigszorozva és felhasznalva az els6t és az utolsd két egyenlGséget, az elGbbi
igy irhato:
(p+ k)d*n/? = kd?m/?, amib6l (p+ k)n'? = km'?.
A primtényezds felbontas egyértelmtsége folytan m’-nek és n">-nek csak olyan primek lehetnek osztoi, és igy kozos
osztoi is, amelyek az alapoknak is osztoi, ami esetiinkben azt jelenti, hogy a két négyzet relativ prim. Az eukleidészi
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lemma szerint tehat n'?, ami osztdja a jobb oldalnak, kell, hogy az els6 tényezének legyen osztéja. Alkalmas k' egésszel
tehat
k=n"k.

Ezt beirva utolsé egyenlGségiinkbe és egyszertsitve azt kapjuk, hogy
P + nl2/€I _ klml2

vagy atrendezve
p = k/(m/Q _ 7’),/2) — k/(m/ _ n/)(m/ + 7’1,/).

Mivel p (pozitiv) oszt6i csak 1 és p, igy a jobb oldalon egy tényezs értéke p, a méasik kettéé 1, és mivel az utolso
tényez6 nagyobb az el6tte allonal, igy

m' +n' =p, kK=m'—n'"=1, tehat n' = %(p— 1), n= %(p—l)d’.
Mindezeket beirva az elsé feltételi egyenlGségbe és egyszertsitve azt kapjuk, hogy
d = pd?,
tehéat p és n meghatéarozza d-t — feltéve, hogy egyaltalan létezik megfelels d; ennek pedig az a feltétele, hogy n oszthatd
legyen %(p — 1)-gyel.

ITI. megoldas: Legyen m olyan egész szam, amelyikre d + n? = m?, azaz

d=m?—n*= (m+n)(m—n).
Jeloljiik m + n és m — n legnagyobb kozos osztojat d'-vel. Ekkor alkalmas b és ¢ egészekkel
m+n = bd, m—n=cd,
ahol b és c relativ prim egymashoz, b > c és
d = bed?, 2n = (b—c)d'.
Az, hogy d osztoja pn-nek, azt jelenti, hogy van olyan k egész, amellyel
pn? = dk,
vagyis 4-gyel szorozva és a fent taldltakat beirva
p(b—¢)*d? = 4bed?k, amibsl p(b— ¢)* = dbck.

Mivel b-nek és c-nek nincs 1-nél nagyobb ko6z0s osztdja, igy b-nek és c-nek b — c-vel sem lehet 1-nél nagyobb kozos
osztoja. Ekkor azonban mind a kettd p-nek kell, hogy osztéja legyen, tehét

1 2
b: :1 i k: _ _1 /: .
p, c=1, figy {2(17 )] , d Pt

om \2
1= (;25)

1
Ezzel azt kaptuk, hogy p és n mar meghatarozza d-t. Egyben azt is kaptuk, hogy ilyen d akkor van, ha n az §(p— 1)

ezekbdl pedig

tobbszorose.

1
Megjegyzések: 1. Ha p = 2, akkor csak annyi valtozik, hogy §(p — 1) nem egész, s igy semmilyen n-hez nincs
megfelels d.
2. Mind a harom megoldas médot ad az alkalmas d osztok megkeresésére akkor is, ha p helyébe tetszés szerinti

Osszetett szamot irunk. Ekkor lehet tobb ilyen d is.

2. Az ABC hdaromszig beirt kirének kdzéppontja legyen K, a hozzdirt korék kézéppontjai Ay, By, Cy. Jeldlje A1 a
BC oldal és a BKC szdg felezdjének, By az AC oldal és az AKC szdg felezdjének, Cy pedig az AB oldal és az AKB
sz0q felezdjének a metszéspontjdat. Igazoljuk, hogy az AgAy, BoB1, CoC1 egyenesek egy ponton mennek dt.

I. megoldas: A megoldast a kovetkezs megjegyzésre épitjik. Egy haromszog egy csucsat a szemkozti oldal egy
pontjaval 6sszekots szakaszhoz egyértelmten tartozik egy ardnyszéam, amelyikre igaz, hogy egy pont akkor és csak
akkor pontja a szakasznak, ha a pont és a szakasszal koz6s csticsbdl induléd oldalak tavolsidgainak az ardnya az adott
érték.



Ha az ABC haromszog egy P pontjanak merdleges vetiilete a BC, CA és AB oldalon rendre Ty, Tp és To (1.
d@bra), akkor az AP, BP, CP egyenesekhez (ill. a haromszogbe es6 szakaszaikhoz) tartozo aranyok
TAZPTB :PTc, rB ZPTC :PTA, TC:PTA :PTB,
és igy
(2) rargre = 1.

Ha forditva, P egy az A cstcson és egy a B cstcson atmend egyenes metszéspontja, akkor a két egyeneshez tartozo
arany a fenti r4 és rp érték. Ha fennall (2), akkor r¢ is a fenti érték, s igy a C' ponton dtmend egyenes is atmegy P-n.

Mas szoval, ha az A,B, C csicson dtmend egy-eqy egyenesszakaszhoz tartozé ardny ra, rg, ro, akkor a szakaszok
akkor és csak akkor mennek dt egy ponton, ha teljesil (2).

A feladatra térve Ag, Bp, Coy a megfelel6 kiils6 szogfelezGk metszéspontja, igy az A, B, C cstucsok az AgByCy
haromszog oldalaira esnek (2. dbra). Jeloljik az ABC haromszog szogeit a szokdsos modon «, 3, y-val; A; merdleges
vetiiletét az AgBy, AgCy oldalon Tie-vel, illetSleg Tis-mal, és megfelelen a masik két pont vetiileteit, amint az abra
mutatja. Ekkor az AgA; egyenesre vonatkozo arany az AgByCy haromszoghen

- A1T12 Alein BOAO AlC'cos %

Tq = = . - .
A1T13 AlB sin OBAO AlB COS g

Hasonl6an

ByAcos 5 C1B cosg
= = rc = -

BiCcos 3’ C1Acos§’

B

és a harom arany szorzata
A1C-B1A-C1B
A1B-BiC-C1A°
Tudjuk azonban, hogy a haromszog egy szogének a felezGje a szemkozti oldalt olyan szakaszokra osztja, amelyeknek
az ardnya megegyezik a mellettiik fekvs oldalak aranyéaval. Ezt egyméas utén CK B, AKC, majd a BK A haromszogekre
alkalmazva.

AC _CK  BiA_AK - GiB_ BK
A1B  BK’ B.C  CK’ C1A~ AK'’




Ezek figyelembevételével azt kapjuk, hogy a fenti szorzat értéke 1, tehat az el6rebocsatott megjegyzés értelmében
a harom egyenes egy ponton megy keresztiil, és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. A K pontrol csak annyit hasznaltunk fel, hogy az ABC haromszogben van, igy a feladat allitasa
a haromszog barmely K pontjara igaz.

2. A bevezet§ megjegyzésben a haromszog pontjaira szoritkoztunk. Ett6l a megszoritastol azonban megszabadul-
hatunk, ha a haromszog oldalaitol mért tavolsédgot elGjelesen értjiik: pozitivnak tekintjiik azokra a pontokra, amelyek
az oldalnak a haromszoget tartalmazo partjan vannak, és negativnak a masik félsik pontjaira. Ekkor csak a haromszog
oldalegyeneseit célszerid kizarni.

3. Megvizsgaljuk most a kérdést ennek megfelelGen tekintetbe véve az egész sikot. Legyen az ABC haromszog BC
oldalanak egy pontja A’, merdleges vetiilete az AB ¢és AC oldalon Tys és T3 (8. dbra). Ekkor — a haromszog szogeit
a szokasos modon jeldlve — az AA" egyenest jellemzd arany

A/Tlg BA’ sin ﬂ

 A'Ty3 A'Csinvy’

TA

3. dbra

Ha B’ és C' a CA, illetéleg az AB oldal egy-egy pontja, és felirjuk hasonlé médon a BB’ és a CC’ egyenesre
vonatkozd rp és r¢ aranyt is, akkor a jobb oldalak szorzataban a szamlaloban is, a nevez&ben is ugyanaz a szinusz-
szorzat lép fel, igy azzal egyszertsithetiink. Azt kapjuk tehat, hogy a (2) bal oldalan &allo szorzat a kovetkezével
egyenls:

3 BA'-CB' - AC'
3) A'C-B'A-C'B’

Az is lathato, hogy a felirt aranyegyenlGségek elGjelet tekintve is helyesek maradnak, ha az oldalegyeneseken
egy-egy irdnyt pozitivnak, az ellentéteset negativnak tekintve elGjeles szakaszokkal szamolunk, és az egyenesektél
mért tavolsagot is elGjelezve értjiikk a kordbban mondott médon. Irdnyitsuk az oldalegyeneseket példaul a haromszog
oramutatoval ellentétes iranyt koriiljarasdnak megfelelGen.

Az tovéabbra is fennéll, hogy ha az AA’, BB', CC’ egyenes egy ponton megy keresztiil, akkor a (2) szorzat értéke,
és igy a (3) aranyé is 1. A megforditas helyességének igazolasanal a haromszogben futé két szakasz metszéspontjabol
indultunk ki. Most azonban felléphetnek parhuzamos egyenesek is.

AD

A ; B
I e
4. dbra

Ha a harom egyenes parhuzamos, valasszuk a betiizést agy, hogy a C cstics a méasik kettén at huzott parhuza-
mosok kozé essék (4. dbra). Ekkor alkalmazzuk a parhuzamos szelék tételét az ABA’ és a BAB' szdgeket dtmetsz6
parhuzamosokra:

BA’ BA CB" (C'B
A'C ACT B'A  BA’




Ezeket a (3) tortbe helyettesitve kapjuk, hogy annak az értéke akkor is 1, ha a harom egyenes parhuzamos.
Megforditva, ha AA’ és BB’ parhuzamos, akkor CC’ nem metszheti 6ket, mert ha metszené, akkor korabbi meg-
gondoldsunk szerint BB’ és CC’ metszéspontjan kellene dtmennie AA’-nek is.
Azt kaptuk tehat, hogy véve az ABC' hdromszog BC, CA, AB oldalegyenesének egy-eqy, a csicsoktdl kilonbozd
A, B, C' pontjdt, az AA', BB’ és CC’ egyenesek eqy ponton mennek dt, vagy pdrhuzamosak akkor és csak akkor, ha
a (3) ardny értéke 1. Ez Ceva tétele. Ezt a versenyzok nagy része ismerte és felhasznélta megoldasaban.

4. Tobben ismerték és felhasznéltak azt is, hogy ha a hdromszdg egy-eqy csicsdn dtmend hdrom egyenes egy ponton
megy keresztil, vagy pdrhuzamosak az egyenesek, €s mindegyiket tikrézzik a megfeleld szogfelezdre, akkor a tikrézott
egyenesek is vagy egy ponton mennek dt, vagy parhuzamosak.

5. dbra

Valéban, legyen A’ a BC egyenes egy pontja, és messe az AA’ egyenesnek az A cstcsbol indulé szogfelezére
vonatkozo tiikorképe a BC egyenest az A” pontban. A BAA'< = § jeloléssel, mivel a szogfelezdre tiikroziink, CAA” < =
5 (5. dbra). Felhasznalva a szinusztételt az AA'B, AA'C, AA” B, AA”C haromszogekre

BA"  BA'/JA'A  sind/sinff  sindsiny
A'C ACJA’A sin(a—6)/siny  sin(a — d)sin 3’
BA" BA"/A"A  sin(a—0)/sinf _ sin(a—6)siny  A'Csin’y

A'C — A'CJA"A ~  sind/siny  sindsinf  BA’sin®f

Felirva a megfelels ardnyokat a BB’ és a CC’ tiikorképének metszéspontjaként keletkezs B” és C” pontokra is és
Osszeszorozva 6ket, a szdmlaloban is, a nevez@ben is a hdromszog harom szoge szinusza négyzetének szorzata keletkezik,
igy ezzel egyszertsithetiink. Azt kapjuk tehat, hogy a kétvesszGs pontokra felirt (3)-nak megfelels kifejezés a vesszds
pontokra felirtnak a reciprok értéke. Igy Ceva tételebol kovetkezik a kimondott allitas helyessége.

II. megoldas: Jeloljiik az Ay BoCy haromszog szogeit rendre g, By, vo-val; az AgAi, BoBi1, CoC egyenesnek és
az AgBoCy haromszog szemkozti oldalanak a metszéspontjat Ao, Ba, Ca-vel; huzzunk tovabba Cy-n 4t parhuzamost a
BA egyenessel, messe ez a CyAg, CoBy egyenest a B*, illetSleg A* pontban (6. dbra).

6. dbra

A haromszoghoz hozzairt korok kézéppontjai a haromszog két-két kiilss és egy belsd szogfelezdjének a metszéspont-
jai, tovabba az egy csicsbol induld belsé és kiilss szogfelezd merdSleges egymasra, igy az A, B, C cstucsok az AgByCy
haromszog oldalain fekiisznek, a haromszog magassagainak talppontjai. Ennek folytan Ao BABy hurnégyszog, tehat

CoBA<« = ﬁo, CoAB<« = g}



a szerkesztés szerint pedig
C()A*B*<1 = OQAB<I = «p, OQB*A*<I = CoBA< = ﬂo.

Eszerint AgB* By A* hurnégyszog, mert B*Bg az Ag és az A* pontbol ugyanakkora szogben latszik. Ekkor a Cs-n
atmend szelGk szeleteinek szorzata egyenld:

A()OQ . OQBO = B*CQ . OQA*.

Ez atrendezhets igy:

AoCy  B*Cy [(CoA*\?
CyBy  CyA* \ 2By

A jobb oldalt atalakitjuk. A parhuzamos szel6k tétele, tovabba a szogfelezére vonatkozo osztasardnyi tétel alapjan

B*C, BC, BK

CoA*  C1A KA

A maésodik tényez6ben az alap igy alakithato at, a szinusztételt elGszor az A* ByCy haromszogre, majd ellenkezs
iranyban az AgBoCy haromszogre alkalmazva:

OQA* sin(l80° - ﬂo) sin ﬂo - O()AO

CQ BQ sin (7)) sin (7)) CO BQ '

Ezek szerint

AoCy KB (Codo\?
CQBQ - KA COBQ '

Irjuk fel a megfelels sszefiiggéseket Ao-re és By-re is:

BoAs  KC (ABy\> CoBs KA [ ByCy\?
AQCO - KB A()CO BQAQ - KC BQAO '
A harom egyenléség megfelels oldalait Gsszeszorozva a jobb oldalon 1-et kapunk, tehat

AQCQ B()Ag CQBQ -1
CQBO AQCO BQAO_ '

Mivel Ay, By, C1 az ABC haromszog megfelel$ oldalanak belsé pontja, igy az AgAy, BoBi, CoC1 egyenesek nem
lehetnek parhuzamosak, tehat Ceva tétele szerint egy ponton mennek keresztiil.

III. megoldas: Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva az ott kovetett gondolatmenet ismétlésével kapjuk, hogy
BoAC< = ag s AgBC< = fy. Igy az AgBC, AByC, ABC) és AygBoCy haromszog hasonlo. Az elsét és a masodikat
a harmadikba egy B, illetSleg A koriili forgatds és ugyanezen kozéppontu alkalmas hasonlosagi transzformécio viszi
at, a harmadikat a negyedikbe pedig egy tiikrozés a Cop-bol indulo (bels) szoglelezére és Cy kozéppontt hasonlosagi
transzformécio. Mindezek a transzforméciok a szakaszok aranyat és a szogek nagysagat valtozatlanul hagyjak.

G

7. dbra



Vigye 4t az els6 és a mésodik transzforméacio AgAj-et és BoBi-et AA'-be, illet6leg BB'-be (7. dbra). Ekkor

BAI i BAl CQBI . CBI

A'Cy  ALC’ B'A  BA’

A megfelels oldalakat dsszeszorozva és szorozva még mindkét oldalt az AC; /C1 B arannyal, a jobb oldalon keletkezs
tort a szogfelezére vonatkozo osztésaranyi tétel szerint 1 lesz, ez pedig Ceva tétele szerint azt jelenti, hogy az AA’,
BB’ és CyC egyenesek egy ponton mennek keresztiil.

A fontebb emlitett harmadik transzformacio ezeket az egyeneseket az ugyancsak egy ponton dtmend AgA*, By B*,
CoC™ egyenesekbe viszi at. Ezek koziil az utolso egyenes a CyCy egyenes tiikorképe a Cop-bol indulo szogfelezére. Hasonld
igaz azonban a mésik két egyenesre is. Ugyanis a transzformécioé példaul a BAA' szdget a BoAgA* szdgbe viszi at,
viszont az els§ transzformécio révén az el6bbi szoghe a BAgA1< = CyAgA1 < megy at, ami éppen azt jelenti, hogy
ApA; és AgA* egymas tiikorképe az Ag-bol indul6 szogfelezére nézve. Hasonloan okoskodhatunk a harmadik egyenes
esetében is. Ekkor azonban AygA;, ByBi, CoC1 is egy ponton megy keresztiil, mint egy ponton dtmend egyeneseknek
a megfelels szogfelezékre vonatkozo tiikkorképei.

3. 100 gyerek kozott egy nem szabdlyos érme tobbszori feldobdsdval szeretnénk egy ajandékot kisorsolni. A pénz-
darabot k-szor feldobjuk, miutdn a dobdssorozat minden egyes kimenetelére meghatdroztuk, hogy az adott esetben ki
nyer.

Bizonyitsuk be, hogy a ,fej” dobds p valdszindségét és a k értékét alkalmasan megudlasztva a 28 kimenetelt fel lehet
osztani a gyerekek kozt ugy, hogy mindenki egyforma valdsziniséggel nyerjen.

I. megoldas: Az alapgondolat az, hogy egy G gyereket kiilonvalasztva, az azonos szamu fejet tartalmazo kimene-
telekbdl annyit, amennyit lehet, egyenletesen szétosztunk a tobbi gyerek kozt, majd a fennmaradé sorozatokat G-nek
adjuk. Ezutan elég p-t tgy valasztani meg, hogy G nyerési esélye 1/100 legyen, mivel a tdbbi kozott egyenletesen oszlik
meg a marad6 99/100 valoszintiség. Azt kell bizonyitani, hogy alkalmas k esetén ez lehetséges.

Szaz gyerek esetén ez kiegészithet6 azzal a gondolattal, hogy elég a feladatot szaz helyett tizre megoldani. Ha
ugyanis tiz gyerek esetén van alkalmas p, k és a kimenetelek egy alkalmas szétosztasa, akkor a szaz gyereket tizes
csoportokba osztjuk, és el6szor egy csoportot sorsolunk ki médszeriinkkel, majd a csoport tagjai kozt sorsoljuk ki az
ajandékot.

Jegyezziikk még meg, hogy ha valaki a ,fej™-et tekintené ,jirds”-nak, természetesen akkor is megfelel§ maradna az
érme, ami azt jelenti, hogy egy p értékklel egyiitt 1 — p is megoldésa a feladatnak. Ez azt sugallja, hogy kényelmesebb

1
p-t 3~ r alakban keresni; igy 1 —p = 3 +7r.
Probalkozzunk kilenc dobassal. Ekkor a 0, 1, ..., 9 fejet tartalmaz6é dobassorozatok szama sorra 1, 9, 36, 84,
126, 126, 84, 36, 9, 1. Ezekbdl az els6 9 gyerek kozt szétosztva amennyit lehet, csak a 0, a 3, a 6 és a 9 fejet
1 9
tartalmazo6 sorozatokbol marad a tizedik gyereknek rendre 1, 3, 3, 1. Egy-egy ilyen dobassorozat rendre <§ + r> ,

3

1 ° /1 1 °r1 o /1 ’ .
(5 + r) (5 — r) , <§ + r> <§ - r> , <§ - r> valészintiséggel kovetkezik be. Igy a kdvetkezs egyenletet kapjuk:

LA RSP (A R W S I SO R
2 " 2 ") \a™" 2 ") \2™" 27" T 10
1 S| S,
<§—r> —|—<§—|—r> —Z+3T

kobe all, igy az egyenlet pozitiv gyckét keresve azt kapjuk, hogy

A bal oldalon

1 1
—+3r% = . r=1/(4—V10)/12V10.
4 V10 \/( )/
Innen — 6 értékes tizedesjeggyel szamolva — azt kapjuk, hogy a feladat 10 gyerek esetén k = 9, p = 0,232 818
valasztassal megoldhato.

Megjegyzések: 1. Az els6 kilenc gyerek egyenként 56 kimenetel esetén nyer, a tizedik Gsszesen 8 esetben, az ezek
valamelyike bekovetkezésének a valoszintsége lesz mindegyikiik szdmara egyenld.

2. A feladat szaz gyerek esetén kérdezi az alkalmas dobasszamot és valdszintiséget. Erre ugy felelhetiink, hogy mind-
egyik tizes csoportban eldre kiosztjuk azokat a kimeneteleket is, amelyekkel a méasodik fordul6ban nyernek, amennyiben
az els6 fordulobodl az & csoportjuk jut tovabb. Az egyes gyerekek nyers kimenetelsorozatali most méar gy adoédnak,
hogy az els6 sorozat minden kimeneteléhez hozzairjuk a mésodik forduléban rajuk kedvezd kimenetelek mindegyikét.
Igy széz gyerek esetére p véltozatlan, k = 18, és lesz, akire 56 - 56 = 3136 kimenetel jut, lesz akire 8 - 56 = 448, egy
gyerekre pedig mindossze 8 - 8 = 64.



II. megoldas: Megmutatjuk, hogy a feladat 100 helyett tetszés szerinti n-re megoldhat6é a fenti modszerrel.
Hagyjuk k értékét egyelére hatarozatlanul. A j fejet tartalmazo sorozatokbol az elsé n — 1 gyerek mindegyikének
ugyanannyit adva, jeloljiik c;-vel az n-edik gyereknek maradé sorozatok szamat. Nyilvan co = ¢, = 1. A t6bbi indexre
0 < ¢; < n—2. Mivel egy ilyen sorozat bekovetkezésének a valoszintsége P (1- p)k_j , igy a kovetkezd egyenletre
jutunk:

k—1
, , 1
k k— k
p +;Cg‘p](1—p) TH(l-p)t =
J:

Belatjuk, hogy ha k elég nagy, akkor az egyenletnek van 0 és 1 kdzé es§ megoldasa. A bal oldal p-nek az egész
szamegyenesen értelmezett és folytonos f(p) fliggvényét allitja els, igy elég belatni, hogy van olyan hely, ahol 1/n-nél
nagyobb értéket vesz fel, és olyan is, ahol kisebbet, mert folytonos fiiggvény a két hely kozott felvesz a két érték kozotti
minden értéket.

f(l):1>%.
f(;):(;)’“ 2+§cj s(%)km(k—l)(n—z)]s(%)kuf—l)(n—l),

ha k legalabb 3. Létezik tehat k-hoz megfelels p, ha az utolso kifejezés nem nagyobb, mint 1/n, azaz

2k
k—1°

nn—1) <

A jobb oldali kifejezés k névekedtével minden hataron tul nd, tehat minden n-hez valaszthato alkalmas k és p érték.
n =100 esetén 2'8/17 =262144/17 > 15420 > 9900,

tehéat valaszthaté p agy, hogy 18 dobasbdl allé sorozattal igazsagosan ki lehessen sorsolni az ajandékot.

Megjegyzés. Csak véletlen egyezés, hogy az 1. megoldés szerint is 18 feldobassal torténhet a sorsolas. A II. megol-
dasndl a c; egylitthatok kiszamitasaval belathato, hogy mar 16 dobasbdl all6 sorozathoz is van alkalmas p érték.



