1990. aprilisaban izraeli meghivasra négy magyar diak kétnapos matematikaversenyen vett részt Izraelben. A ma-
gyar kiildottség a februarban rendezett kétnapos olimpiai valogatédverseny elsé négy helyezettjeként az alabbi didkokboél
allt:

Balogh Joézsef, a szegedi Sagvari Endre Gyakorlo Gimnazium IV. osztalyos tanuldja;

Matolcsi Maté, a budapesti Fazekas Mihaly Gyakorléo Gimnazium II. osztalyos tanuloja;

Kondacs Attila, a budapesti Arpad Gimnazium IV. osztalyos tanuldja;

Czirdk Andras, a miskolci Foldes Ferenc Gimnazium III. osztalyos tanuldja.

Vendéglatonk a vilaghird tudomanyos kutatdintézet, a Weizmann Institute of Science volt. A két versenynap
koziil az els6 napon négy feladatot tiztek ki, a masodik napon pedig csapatverseny volt; a négyfGs csapatok egyiitt
dolgozhattak az egymésra épiil6 problémak megoldasan. A két versenynap feladatai a kovetkez6k voltak.

Az egyéni verseny feladatai:

1. Bizonyitsuk be, hogy nincsenek olyan pozitiv egész x,y szamok, amelyekre
2 +y+2 és y>+4z

egy-egy egeész szam négyzete. (6 pont)

2. A derékszogi ABC haromszog BC' befogbdjanak felez6pontja D, AC' befogdjanak harmadolépontjai E és F,
melyekre AF = EF = FC. A C-bdl indulé magassag talppontja G, az A, FE, G pontokon dtmend kor kdzéppontja H.
Bizonyitsuk be, hogy az ABC és HDF haromszogek hasonloak. (6 pont)

3. Bizonyitsuk be, hogy

1989_1988+1987_ 2 n 1 7L+i+i+ +1989
2 3 4 1989 0 1990 996 0 997 998 7T 1990.

(7Tpont)

4. Egy téglalap alakiu kockés papir minden racspontjaban egy-egy nyilat rajzolunk, pdrhuzamosan a papir valame-
lyik oldalaval. (A papir szélén levs racspontokbol nem mutathat nyil a papiron kiviilre.)

Bizonyitsuk be, hogy van két szomszédos pont — vizszintesen, fligg6legesen vagy atlésan — , amelyekbdl ellenkezs
iranyt nyilak indulnak el. (8 pont)

Az egyéni verseny legnehezebb, negyedik feladatanak a megoldasa:

Az allitast teljes indukcioval fogjuk belatni. Az a megleps a dologban, hogy ezt a konkrét feladatot képtelenség igy
kezelni, azonban egy nehezebbnek tling altalanosabb probléma mér megoldhaté a teljes indukcié modszerével.

A feladat nehezitése minddssze annyi, hogy nem téglalapokra latjuk be az allitast, hanem racsegyenesek mentén
kivagott tomor sikidomokra (amelyekben igy nincsen ,lyuk”; és racsegyenesek hatarolta egységnégyzetekbdl allnak).
A teljes indukciot n-re, az egységnégyzetek szamara végezziik.

Ha n = 1, akkor vagy van két olyan nyil, amelyek egy oldalon elhelyezkedd csticsokbdl indulnak, és ellentétes
iranydak, vagy nincs, de ekkor a nyilak szerint haladva kérbe tudjuk jarni a négyzetet, s ez csak agy lehetséges, ha az
egy atlon elhelyezkedd nyilak ellentétes irdnyba mutatnak.

Tegyiik fel, hogy minden, k egységnégyzetet tartalmazoé sikidomra igaz a feladat allitasa, ahol k € 1,2,...,n. Ebb6l
a feltevésbdl kellene belatnunk azt, hogy minden n + 1 egységnégyzetet tartalmazo sikidomra is igaz az allitas.

Vélasszunk ki egy ilyen, n + 1 egységnégyzetet tartalmazo sikidomban egy tetszdleges racspontot, s menjiink ebbdl
a pontbol abba a racspontba, amely szomszédos ezzel, s amerre az eredeti racspontbol a nyil mutat. Igy lépegetve a
nyilak mutatta irdnyba sose akadhatunk el, mert minden racspontbél egy mésik, a sikidomon beliili racspontba mutat
egy nyil. Ha ehhez még hozzavessziik, hogy a sikidom véges sok racspontot tartalmaz, akkor nyilvanvalé, hogy egy id6
utan olyan racsponthoz érkeziink, amelynél mar voltunk, tehat az utunk bezarul — létrején egy kor.

Egy ilyen kor hatarolta S" sikidomb6l nem mutat kifelé nyil, tehat ha elhagyjuk az eredeti sikidom kéron kiviili
részét, akkor a maradék S minden tekintetben eleget tesz a feladat feltételeinek.

Ha S kevesebb mint n + 1 egységnégyzetet tartalmaz, akkor indukcios feltevésiink szerint készen vagyunk. Még itt
kitérek arra az esetre (amivel az indukcios feltevés nem foglalkozik), amikor a kor egy egységnégyzetet sem fog koriil,
azaz teriilete 0. Ekkor nyilvan a kor két nyilbol all, amelyek egy egységnégyzet egy oldalan helyezkednek el, és egymas
felé, azaz ellentétes iranyba mutatnak.

Mar csak az az eset van hatra, amikor S mind az n + 1 egységnégyzetet tartalmazza, tehat a kor egybeesik az
eredeti sikidom hatargorbéjével. Valasszunk ki egy, a hataron 1évS nyilat, és forgassuk el 90°-kal ugy, hogy az elforgatott
nyil a sikidom belseje felé mutasson. Ezutan forgassuk el az 6sszes nyilat 90°-kal ugyanilyen irdnyba (minden nyilon
ugyanazt az « forgatast hajtsuk végre)! A hataron lévé nyilak, amelyek eredetileg egy kort alkottak, most mind a
sikidom hatarara merdlegesek és a sikidom belseje felé mutatnak, tehat nem alkothatnak egy kort (ez alol kivételek az
n = 1-nél targyalt T = | tipust korok, de itt szemmel lathato, hogy az atlos nyilak ellentétes iranyuak).

Azonban most, az elforgatott nyilak szerint haladva is eljutunk egy korhoz, s mivel semelyik ilyen kor sem eshet
egybe a hatarral, a kor kevesebb mint n + 1 egységnégyzetet tartalmaz. Az indukcios feltevésiink szerint létezik



a kor altal koriilfogott sikidomban két olyan szomszédos nyil, amelyek ellentétes iranytak. Most forgassuk vissza
eredeti helyzetiikbe a nyilakat. Kénnyen ellenérizhets, hogy azok a nyilak, amelyek az elforgatas elétt szomszédosak
és ellentétes iranyuak voltak, az elforgatas utan is ilyen tulajdonsidgiak maradnak, tehat eredetileg is létezett két
szomszédos, ellentétes irdnyba mutatd nyil.

Kondacs Attila

A csapatverseny feladatai:

1. Legyen « pozitiv raciondlis szdm. Bizonyitsuk be, hogy van olyan, az a-t tartalmaz6 nyilt I intervallum, hogy
minden olyan § racionélis szamra, melyre 8 € I és 8 # «, a 8 nevezGje nagyobb, mint az « nevezGje. (A torteket
egyszertsitett alakban tekintsiik.)
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2. Adott raciondlis a-hoz jeldlje I, a maximalis fenti tulajdonsagu intervallumot. Hatarozzuk meg I,-t, ha o = 90"

3. Legyenek a és b olyan valos szamok, melyekre
0<a<b<l+a.

Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan raciondlis a, melyre a < o < b és (a;b) C I, azaz minden olyan racionalis S-ra,
melyre a < 8 < b és  # «, a 5 nevezGje nagyobb, mint az « nevezGje.

4. Adott pozitiv valos (a;b) parra jelolje a fenti a-t a(a;b). Hatarozzuk meg az

a1 2
177° 68
i) o (\/1990, \/1991)

értékeket.
Tervezziink minél gyorsabb algoritmust «(a;b) kiszamitasara.

A verseny egyéni részét az izraeli Erez Lapid nyerte 22 ponttal, masodik helyen Balogh Jozsef végzett 21 ponttal.
Az els6 nap feladataibol allo csapatverseny magyar gyGzelmet hozott; a magyar csapat Gsszpontszima, 60, az izraelié
pedig 50 pont volt. A zsiiri a méasodik nap feladataira beadott megoldasok koziil szintén a magyar csapat dolgozatait
tartotta jobbnak, ugyhogy a verseny szép magyar sikert hozott.

Vendéglatoink gazdag programot biztositottak szamunkra. Az intézet maga is nagy élmény volt, jartunk Tel Aviv-
ban, Jeruzsalemben, kétnapos buszkirandulast tettiink Izrael bibliai tajain, egy éjszakat egy kibucban toltottiink a
libanoni hatar mentén, ahol az alapitok mesélték el nekiink a kibuc torténetét és mai életét.

Jovére Magyarorszag a meghivo fél, nalunk lesz a verseny, és remélhetéleg a jovGben évrél-évre egyszer Izraelben,
egyszer pedig Magyarorszagon sor keriil a két orszag didkjainak talalkozojara.



