A feladatok aldbbi megoldasait az olimpidn részt vett versenyzk készitették.

1. Jeléljik az ABC hdromszdg beirt kirének kézéppontjit I-vel, a CBA<, ABC<, BCA< szdgek szogfelezdinek
metszéspontjdt a szemkézti oldalakkal pedig rendre A', B', C'-vel. Bizonyitsuk be, hogy

Al-BI-CI 8

Lo ALbol B
4 ~AA'-BB'-CC' — 27

(USA)

Megoldas. Legyenek az ABC' haromszog oldalai a szokasos jeloléssel a, b, és c.

Segédtétel: Ismert, hogy

Al b+ec
AA" T a+b+c’
BI a+c )
= és
BB’ at+b+e
CI  a+b
CC' a+b+c
(Ennek bizonyitasa két szogfelezs tétel segitségével: BA' = bC_L:C , igy
Al AB ¢ b+ec
IA  BA ac  a
b+c¢
ahonnan val6ban
Al b+ec )

AA a+b+c
Al BI I
ax T BE T oo

A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget hasznélva, és az = 2 Osszefliggést

felismerve kapjuk, hogy
Al Br  cor\°’
Al BI CI _ a4 "B T oo 8

AA' BB CC' — 3 27’

és egyenlGség csak szabélyos haromszognél all fenn. Masfel6l az a, b és ¢ szdmokra teljesiil a haromszog-egyenlGtlenség,
igy (a+b—c)(a+c—0b)(b+c—a)+ 4abc > 0. Ezt beszorozva és rendezve:

a’b+ a’c+ b%a + b%c + a + b+ 2abe > a® + b + 3.
Mindkét oldalhoz hozzaadva 3(a2b +a’c+b2a+ b+ Pa+ czb) + 6abc-t, majd szorzatta alakitva kapjuk, hogy

4a+b)(b+c)a+c) > (a+b+c),

azaz
AI-BI-CI  (a+0b)(b+c)(a+c) S 1
AA-BB'-CC' ~ (a+b+tc)] 4
Ezzel a bizonyitandé két egyenlGtlenséget belattuk.
Matolcsi Maté
2. Legyen n > 6 egész szam €s ai, as, ..., ai az 6sszes olyan természetes szdam, amely kisebb n-nél és relativ prim

n-hez. Tegyiik fel, hogy
Qo — a1 =a3 — G2 = ... =ap — ap_1 > 0.



Bizonyitsuk be, hogy ekkor n primszam, vagy 2-nek egész kitevds hatvdnya.
(Roménia)

Megoldas. Legyen as —a; = a3 —ags =--- =ap —ax—1 = d. Mivel d > 0, ezért a1 < az < -+ < ag. Mivel minden
pozitiv egész n-re (n — 1,n) = 1, ezért ap = n — 1, tovabba nyilvan a; = 1.

I. Legyen elGszor n paratlan. Ekkor (n — 2,n) = 1. (Ugyanis z|n és z|n — 2 esetén x|2, de n paratlan, igy = = 1,
ezért ag_1 = n — 2. Igy viszont d = 1 és ekkor minden n-nél kisebb pozitiv egész relativ prim n-hez, azaz n-nek nincs
néala kisebb valodi osztdja; igy n prim, ahogy a feladat allitja.

II. Legyen most n péros, és irjuk fel n = 2% - ny alakban, ahol o > 1 és ny péaratlan.

a) Ha ny = 1, akkor n 2-hatvany, ahogy allitottuk; ekkor a feltétel nyilvan teljesiil, hiszen az a;-k éppen az n-nél
kisebb paratlan szdmok és d = 2.

b) Ha nqy = 3 volna, akkor n > 6 miatt a1 = 1,a2 = 5,a3 =7 és as — a1 # as — ag, ez pedig lehetetlen.

c) Legyen végiil n; > 5. Megmutatjuk, hogy ekkor ny —2 és nq — 4 szerepel az a;-k kozott. Tegyiik fel ugyanis, hogy
z|2%n; és z|ny — 2. Ekkor z|2%n; = 2%(ny — 2) +2°! miatt 2|2°T!. De x paratlan, igy = = 1, azaz (n; —2, 2%n1) = 1.
Hasonloan (n; — 4, 2%n1) = 1. Nyilvan n; — 3 nem szerepel az a;-k kozott, hiszen paros; igy d = 2. De ekkor ny is
szerepel az a;-k kozott (az a;-k rendre 1,3,5, ..., n1 — 2, n1, ...). Ez viszont ellentmondas, mert (ni,n) =ny > 1.

Belattuk tehat, hogy n prim vagy 2-hatvany, a bizonyitast befejeztiik.

Szendrdi Baldzs

3. Legyen S ={1,2,3,...,280}. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb n egész szimot, amelyre igaz az, hogy S minden n
elemi részhalmaza tartalmaz 5 olyan szamot, amelyek paronként relativ primek.
(Kina)

Megoldas. Valasszuk ki az S halmazbdl a 2, a 3, az 5 és a 7 tObbszoroseit. Ezek koziil akdrhogyan valasztunk ki
5 szamot, lesz kettd, amelyek ugyanannak a primnek a tobbszorosei, tehat nem relativ primek. Az S-bél kivélasztott
elemek szama a szita-formula segitségével kiszamolva 216. Ezért a keresett n egész legalabb 217.

Bebizonyitjuk, hogy n = 217 esetén mar teljesiil a feltétel. Ehhez vizsgaljuk meg, hogy legfeljebb hany elem lehet
S-nek egy olyan részhalmazaban, amelyben nincs 5 olyan szam, amelyek paronként relativ primek. A fent megadott
216 elemtd halmaz kivalasztasakor elhagytuk a primek és az 1 koziil négy kivételével az Osszeset, a primnégyzetek koziil
is négy kivételével az Osszeset, és ezeken kiviil még hat darab két prim szorzataként felirhatd szamot:

11-13 11-23 11-17 13-17 11-19 13-19

Az eredeti feltételnek nem megfelel6 barmely halmazban is a primek és az 1 koziil legfeljebb 4 lehet, kiilonben
lenne 5 szam, amelyek paronként relativ primek, igy ezek koziil legalabb annyit el kell hagyni, mint az el6z6 példaban.
Ugyanez igaz a primnégyzetekre is. Mar csak az kell, hogy ezeken kiviil még legalabb 6 elemet el kell hagyni. Alabb
megadok 6 db 5 elemi diszjunkt halmazt, amelyek S részhalmazai, primet és primnégyzetet nem tartalmaznak, és
mindegyikben paronként relativ primek vannak, tehat mindegyik halmaznak legalabb egy elemét el kell hagyni az
S-bél ahhoz, hogy a feltétel ne teljesiiljon.

A halmazok:
{23,3%,5.23;7-19;11- 13} {26:3.17;5%7-13;11-23}
{2%:3%:5.19;7-23;11-17} {27:3.23;5-29;7-11;13- 19}
{2°,3%5-13;7-17;11 - 19} {2%,3-19;5-11;7-29;13 - 17}

Tehat, ha kivalasztunk S-bdl egy 217 elemi halmazt, akkor az vagy tartalmaz egyet az el6bbi 6 halmazbol, vagy
tartalmaz 5 primet, vagy talalhaté benne 5 primnégyzet. Ekkor van benne 5 szdm, amelyek paronként relativ primek.
Tehat a keresett n szam a 217.

Ujvary-Menyhdrt Zoltan

4. Legyen a G dsszefiiggd grdaf éleinek szama k. Bizonyitsuk be, hogy meg lehet az éleket szamozni az 1,2,3,...,k
szdmokkal gy, hogy minden olyan csics esetén, amelybdl legaldbb két €l indul ki, az illetd csucsbol kiindulo dsszes élhez
rendelt szamok legnagyobb kozds osztoja 1.

[Grifnak nevezzik csicsnak nevezett pontok egy halmazdt, ahol a két kilonbozd csicsbdl dllo parok némelyikét élek
kotik ossze. Bdrmely két kulonbozé u,v csiucs kézott legfeljebb egqy €l halad. A G grafot dsszefiggének nevezzik, ha
barmely két kilonbézd x,y csicshoz taldalhato csucsoknak egy olyan x = vg,v1,...,vym = y sorozata, hogy minden
ui, vig1 (0 <1i < m) csdcspart €l kot dssze.|

(USA)

Megoldas. Ugy fogjuk megszdmozni az éleket, hogy mar két olyan él is tartozzék minden legalabb mésodfoki
csticshoz, amelyekre egymashoz relativ prim szamokat irtunk; ez nyilvan elegendé a feladatbeli allitas bizonyitasara.

Legyenek a graf legalabb masodfoku cstcsai Ay, As, ..., A, (ha ilyen cstcs nincsen, akkor trivialis az allitas). Mivel
a graf Osszefiiggs, ezért barmely csiicsbol barmely csicsba vezet at a grafban. Menjiink el A;-b6l As-be, As-bsl As-
ba, ..., A,_1-b6l A,-be, végiil A,-b6l A;-be a graf egy-egy tetszoleges élsorozatan keresztiil! Igy egy olyan utazast



tesziink a grafban, amelynek soran minden A;-t (i = 1,2,...,n) érintiink és elhagyunk legalabb egyszer. Tegyiik fel,
hogy utazasunk alatt sorra szamozzuk az érintett éleket az 1,2, ...l szamokkal (1 <1 < k) — azzal a kikotéssel, hogy
ha egy élre

a) mar irtunk szamot, akkor arra 0j szdmot mar nem irunk.

b) még nem irtunk szamot (tehdt az utazas soran elGszor érintjiik), akkor 1-gyel nagyobb szdmot irunk ra, mint
amilyet utoljara hasznéltunk.

Ezek szerint mindig csak az ,4j” — addig még nem érintett — élekre kell szamot irnunk, és Gsszesen [ db élt
szamoztunk meg a k db él koziil.

Az utazésnal még egy dologra kell igyelniink:

Ha valamelyik A; csucsot (i = 2,3,...,n) eldszér érintjiik utazasunk soran (ez biztosan bekovetkezik minden i-re
valamikor), akkor A;-t mdsik élén keresztil hagyjuk el, mint amilyenen keresztiil megkozelitettiik; ez megtehets, mert
A; legalabb masodfoku. Mivel az A;-bdl kiinduld élek egyikét sem érintettiik azelGtt, ezért a szadmozasi algoritmus
szerint ebben a lépésben A;-nek 2 élére 2 szomszédos szamot kell irnunk.

Ha utazasunkat és a szamozast az el6irt moédon végezziik, akkor teljesiil, hogy
— az A;-bdl kiindulo egyik élre (utazasunk elsé élére) az 1-et irjuk,

— A;-b6l (i =1,2,3,...,n) kiindul 2 olyan él, amelyre szomszédos szamokat irunk.
Mivel x és y pozitiv egészek relativ primek egymashoz, ha © = 1 vagy y —z = 1, ezért a megoldas elején megfogal-
mazott kdvetelményiink teljesiil, vagyis — a fennmarado6 k — [ db élt tetszlegesen megszamozva az [+ 1,1+ 2,...,k

szamokkal — a feladat allitasat belattuk.
Harcos Gergely

5. Legyen P az ABC hdromszdg belsd pontja. Bizonyitsuk be, hogy a PAB<, PBC<, PCA< szigek kéziil legaldbb
egy kisebb, vagy egyenld, mint 30°.
(Franciaorszag)
Megoldas. Hasznéljuk az abra jeloléseit.

Vegyiik észre, hogy

do d3 di
sin i sin By siny; e1 ey e3

- - - = =1L
sinagsinfasinye  dy dy da

€1 ez €3
Tegyiik fel, hogy a feladat allitdsa nem igaz, tehat aq, 81, és 1 is nagyobb, mint 30°. Ha példaul o > 150°, 8 és
~ is kisebb, mint 30°, igy maéris ellentmondéasra jutottunk. Ha pedig a, 3 és v mindegyike kisebb 150°-néal, akkor

1
sinq -sin 8 - siny > g Ugyanakkor a szamtani és a mértani kézepek kozti egyenlStlenség szerint

sin g + sin By + sin -y, ) 3

sin g sin Ba sin e < ( 3

A Jensen-egyenl6tlenséget felhasznélva (hisz a sin fiiggvény a [0, 7] intervallumon konkav)

. . . . + B2 +
sin ag + sin fBg 4 sinye < 3sin W.

ag + P2 + 3
2+ B2 V2<—,igy

De mivel 0° < ag + B2 + 72 < 90°,  3sin 3 )

sin g sin Bg sinye <

whhol w



vagyis

sin ay sin B siny;
> 1.

sin g sin By sin s
Ezzel ellentmondasra jutottunk, tehat bizonyitottuk a feladat allitasat.
Kiszegi Botond

6. Valds szdmok egy xo, x1, x2, ... sorozatdt korldtosnak nevezzik, ha létezik olyan C konstans, hogy |z;| < C
minden © > 0-ra.
Minden rogzitett a > 1 valos szamhoz konstrudljunk olyan korldtos, végtelen xo, 1,2, ... sorozatot, amelyre

|z; —z;]li — 4" > 1

teljesiil barmely két kilonbozd, nemnegativ i, j egészre.
(Hollandia)
I. megoldas. Tetsz6leges k € N esetén, ha k diadikus alakja

k:anan_l...ao@:Zasﬂs (a;=0vagy 1; i=0, ...,n),
s=0

akkor legyen

n

Yk = Zas : 27(187

s=0

ahol a > 1 a feladatban rogzitett valos szam. Legyen most i, j € N, i # j, tovabba i és j kettes szamrendszerbeli alakja
= bnbn,1 [P bo@ és ] = CmCm—1---C0Q

Feltehets, hogy i > j, és ekkor n > m. Tegyiik fel tovabbé, hogy r az a természetes szam, amelyre ¢ és j diadikus
alakja az utolso r db jegyben megegyezik, de (r + 1)-edik jegyében — hatulrol olvasva — mar kiilonbozik:

r = min{s| by # c;, 1<s<n},
(m < s < n esetén legyen c¢s = 0). Ekkor
(1) li—jl=i-j=2",

és a > 1 miatt

|yi —yj| — ZbS.Q—as _ZCS,Q—as _ st,2—as _ch 98| >
s=0 s=0 s=r s=r
> 9 ar _ 2—a(r+1) _ 2—a(r+2) _ ... _9man, g—ar <1 _ Z 2—as> _
s=1
1 1 29 —2
=27 (1-277 =277 (1- =27, .
1—-2-@ 20 —1 20 —1
Ezt (1)-gyel egybevetve:
2¢ —2 2¢ — 2
; — .15 — 4la 270.7" .27“(1_ ,
lyi =yl - i = 4" > sa—7 () =5y
ami azt jelenti, hogy az
29 —1
= — k=0,1
Tk 90 _ 29/@ ( » s )

sorozat i,7 € N; i # j esetén
i — 5] - i — 4" > 1,
tovabba (yi) korlatos volta miatt (xy) is korlatos:

20 — 1 20— 1 e 20
OSxk:Qa_ka<2a_2'z2 =

Ezzel a feladatot megoldottuk.

II. megoldas. Konstrukciot adunk az a = 1 esetre — ez nyilvan megfelel a > 1 esetére is.



Alapétletiink a kovetkezs: Tegytik fel, hogy v olyan (irracionalis) szam, amelynek minden P (p,qg €Z; q>0)
q

kozelits tortjére az eltérés

1
(2) -tz o
ahol « > 0 valamilyen rogzitett konstans. Ekkor tekintjiik az
zp=a-{vk} (k=0,1, ...)
sorozatot, ahol {t} =t — [t] a t szam tOrtrészét jeloli. Vilagos, hogy (xx) korlatos:
0 <z < q,

tovabba i,j € N; i # j esetén (i > j feltehets )

i —aj| - i = jl = o {vyi} = {v5} - [i = j] =
=a-|(yi —vj) = ([vi] = Dl - i = 4l
ill.ag=1i—j (>0), p=[yi] — [vj] jeloléssel p és q egészek, tehat (2) szerint
. p
|z — x5 - |i = J =a-|qv—pl-q=aq2-‘7—6‘ >1,
vagyis az (xj) sorozat megfelel.
Az is latszik, hogy az

T = x) — % (k=0,1, ...) sorozatra |x}| < = 5" tovabba

i = |- i =gl =l — g i = = 1,

tehat az x), sorozat is megfeleld.

Ezek szerint csak a (2)-t kielégits v-t és a-t kell talalnunk, s6t minél kisebb az a, annal jobb a sorozatunk korlatja.

(2)-re talan v = V2 és a = 3 adja a legegyszeriibb példat:

p 1
3 2—= —
¥ ‘\F q‘ 738
mindig fennéll. Ha ugyanis lenne olyan P kozelit6 tort, amelyre

q

(4) VPl L

a| = 3¢*
akkor

1 1
V2 — — <p<V2q+—,
3q 3q

azaz négyzetre emelés és rendezés utan

2v2 1\> 2v2 1\’
_== — ) <pPo2®P< —
3 +<3q> =P +<3Q)

p? 2‘]|<£+<3q)

kovetkeznék. (4) nyilvan nem allhat fenn ¢ = 1 esetén, ezért ¢ > 2, tehat

lenne, amibdl

1
2 2V2 ( 1 )2_2*/§+1_2<1

3
vagyis
p*—2¢° =0,

hiszen |p? — 2¢*| nemnegativ egész.

Mivel v/2 irracionalis, ezért p? — 2¢% = 0 ellentmondast jelent, ami (3)-at igazolja.

Ezzel sikeriilt megadnunk olyan (xj) sorozatot, amelyre

3 .
|zk| < 5 & |wi — x| Ji—j] > 1

teljesiil, ha i,5 € N; i # j.

Harcos Gergely



