Ebben a részben elsGsorban az n-dimenziés konvex poliéderekre vonatkozé Euler-tipust tétel bizonyitasa lesz a
f6 cél. Részben ennek elkészitéseként, részben az eddigiekhez kapcsolddva elGszor modellezziik a 4-, majd késébb
az n-dimenzios konvex poliédereket a 3-, illetve altalaban az (n — 1)-dimenziés térben, valamint megvizsgaljuk az
n-dimenzi6s szabalyos testeket.

Az el6z6 részben tett erdfeszitéseink ellenére is ugy érzem, csak kissé homalyosan tudjuk elképzelni a 4-dimenzios
testeket. Természetesen felmeriil6 kérdés, hogy lehetséges-e valahogy 3 dimenzioban &brazolni Gket. Nos, abban az
értelemben, ahogy a 3-dimenzios testeket le tudjuk rajzolni 2 dimenziéban, eggyel magasabb dimenziéban mar gond-
jaink lesznek. Hiszen egy 2-dimenziés rajzot kiviilrél, a 3-dimenzids térbdél néziink, hasonléan egy 3-dimenziés rajzot
a teriinkon kiviilrél kellene nézni.

Viszont egy 4-dimenziés konvex testnek olyan 3-dimenzidés modelljét mar el tudjuk késziteni, amelynek a kom-
binatorikus szerkezete (cstcsok, élek, lapok, hiperlapok szama és kapcsolédasa) megegyezik az eredeti testével. Az
egyszertibb érthetGség kedvéért elszor a 3-dimenzids konvex testeket modellezem a 2-dimenzids sikon.

Allitsuk a testet gy, hogy valamelyik (mondjuk 1) lapja foliil, vizszintesen legyen. Vegyiink fel egy S vizszintes sikot
a test alatt. Legyen Py Il-nek egy bels6é pontja. Mivel a test konvex, ezért a Py-on atmend, nem vizszintes egyenesek
Py-on kiviil pontosan egy pontban metszik a test felszinét, és a felszin minden, nem [-hez tartoz6 pontjdhoz pontosan
egy ilyen egyenes van. Ha P elég kicsivel van Py felett, akkor P-re az lesz igaz, hogy minden, [ belsején athalado,
P-b6l indulé félegyenes még pontosan egy, l-en kiviili pontban metszi a test felszinét, és a felszin minden, [-en kiviili
pontjahoz pontosan egy ilyen félegyenes van. Az [ keriiletén atmend, P-bdl indulo félegyenesek pedig méshol nem
metszik a felszint (1. dbra).

1. dbra

Vetitsiik le a test felszinét P-bdl a test alatti vizszintes S sikra. (Egy @ felszini pont vetiilete a PQ félegyenes és az S
sik metszéspontja. Mivel P a test felett van, S pedig vizszintes, ezért mindig van metszéspont.) Mivel [ vizszintes volt,
ezért vetiilete (I') egy l-hez hasonl6, igy konvex sokszog lesz. Az el6z6 bekezdés szerint a felszin [-en kiviili részének
vetiilete egyrétiien lefedi I’-t. Masrészt a konvex lapok vetiiletei a lappal megegyez6 oldalszamu konvex sokszogek,
tehat a felszin l-en kiviili lapjainak vetiiletei az I’ konvex sokszdget konvex sokszogekre bontjak fel, ezek a konvex
sokszogek ugyanolyan tipustiak, mint a test lapjai, és a szomszédos lapok vetiiletei szomszédos sokszogek (2. dbra).

2. abra

A kapott konvex tartoméanyrendszernek tehat ugyanolyan a kombinatorikus szerkezete, mint az eredeti konvex
poliédernek. A k lapt test minden lapjanak a vetiilete felel meg, igy az [ lapnak I’, a tobbi (k — 1)-nek pedig a
feldarabolt I’ sikidom (k — 1) darab konvex sokszdgtartoménya felel meg.

Az igy kapott tartomanyrendszert a test ,kiforditasanak” fogom hivni. Ezt az elnevezést az motivalja, hogy az el6bb
kapott tartomanyrendszert a kovetkezSképpen is el lehet allitani. Képzeljiik el, hogy a test felszine gumihartyabol
van, az élek gumiszélakbol. Tiintessiik el az [ lap hartyajat. Az igy kapott lyukat kezdjiik kitagitani, és kezdjiik el
rajta keresztiil a testet kiforditani, de ne forditsuk ki teljesen, csak a lyuk sikjaig. Igy egy ugyanolyan kombinatorikus
szerkezet sikbeli tartomanyrendszert kapunk, mint az el6bb, alkalmas nyujtasokkal és 6sszehuizasokkal megkaphatjuk
az el6z6 rendszert (3. dbra).
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3. dbra

Mlusztracioként nézziik meg, hogy mi lesz a 3-dimenzios szabalyos testek ,kiforditasa”. (A ,kiforditast” mindig az
elss, a vetits modszerrel fogjuk elvégezni.) Allitsuk a kockat egy vizszintes S lapra (erre fogunk vetiteni), legyen P
a fels6 lap kozéppontja folott kicsivel egy pont. P-b6l S-re vetitve a kockat, az alsé lap fixen marad, a felsé lap ezzel
parhuzamos éld, nagyobb, koncentrikus négyzetbe jut, a négy oldalsé lapbdl pedig egy-egy egyenls szara trapéz lesz
(4.a dbra). A t6bbi szabalyos test esetén is tgy érdemes végezni a ,kiforditast”, hogy P-t a fels$ [ lap kézéppontja
felett vessziik, igy a 4.b, ¢, d, e dbrdan lathatd szép szabalyos tartomanyrendszereket kapjuk , kiforditasként”.

4. a dbra

4. b dbra

4. ¢ dbra

4. d dbra



4. e dbra

Ez a ,kiforditas” mar 3 dimenzioban is néha igen hasznos, példaul sok (f6ként kombinatorikus) tulajdonsag sokkal
koénnyebben vizsgalhato a sikbeli modellen. Megforditva, a 4. dbra rajzait felfoghatjuk grafoknak is. Igy nevezetes sikba
rajzolhato grafokat kapunk, amelyeknek néhény tulajdonsaga éppen az eredeti test tulajdonsigaibol kovetkezik.

Minket persze elsGsorban a , kiforditas” tobbdimenzios altalanositasa érdekel. Nézziik elGszor 4 dimenzidban! Legyen
A egy (k hiperlapt) 4-dimenzios konvex poliéder. Ahogy az egyenes két félsikra osztja a sikot, a sik két féltérre osztja
a teret, a mi (T') 3-dimenzios teriink két 4-dimenzios féltérre osztja a 4-dimenziods teret. Helyezziik el A-t az egyik
(mondjuk , felsg”) feltérben ugy, hogy az egyik (mondjuk k) hiperlapja parhuzamos legyen a T teriinkkel, A pedig h és
T kozott legyen. (Azaz h a ,fels6” hiperlapja.) Legyen P nagyon kicsivel h egy belsé pontja ,,f616tt”. (A ,,folott” precizen
azt jelenti, hogy a h &ltal meghatarozott, A-t nem tartalmazé 4-dimenzids féltérben.) P-bol vetitsikk az A testet a
T teriinkre. Ha P elég kozel volt h-hoz, akkor hasonléan, mint 1-gyel kevesebb dimenziéban, h egy hozza hasonlé A’
poliéderbe megy at, a tobbi k£ — 1 hiperlap képe is az eredetivel megegyez6 kombinatorikus szerkezetd konvex poliéder
lesz, ezek ugyantgy kapcsolddnak, mint az eredetiek, és egy felosztésat adjak h'-nek. Vagyis a kapott A’ 3-dimenzi6s
konvex tartomanyrendszer ugyanolyan kombinatorikus szerkezeti, mint az eredeti A 4-dimenziés poliéder.

Keészitsiik el a L. részben megismert hirom 4-dimenzids szabalyos test ,kiforditasat” Ez hasznos lesz, mind a
Hkiforditas” megértése, mind a 4-dimenzios testek megismerése szempontjabol. Most is kezdjiik a legegyszertibbel, a
4-dimenzios kockaval, a tesszerakttal. Legyen az A tesszerakt egyik (hq) hiperlapja a T teriinkben, igy a ,,szemkozti” h
hiperlap parhuzamos a teriinkkel, és a tesszerakt a kett$ kozott helyezkedik el. Legyen A mondjuk a ,.fels” féltérben.
Legyen P a h kocka ,,fol6tt” nagyon kicsivel. Vetitsiik a tesszeraktot P-bdl a teriinkre. Hasonléan, mint 1-gyel kevesebb
dimenziéban, h; énmagédba, h pedig egy olyan h’ kockdba megy 4t, amely koncentrikus hi-gyel, tartalmazza hi-et,
lapjai parhuzamosak h; megfelel§ lapjaival. A t6bbi 6 hiperlap képe 6 darab egybevagd, szabalyos, négyzet alapi
csonkagula (5. a dbra).

5. a dbra

Ez tehat a tesszerakt 3-dimenziés kombinatorikus modellje. 7 tartoméanya, 24 lapja, 32 éle és 16 csicsa van. Ebbél
is kovetkezik, hogy a tesszeraktnak 8 hiperlapja, 24 lapja, 32 éle és 16 cstcsa van. (A hiperlapok szama mindig 1-
gyel tobb, mint a ,kiforditds” tartoméanyainak szama, hiszen az egyik (a h) hiperlap képe nem tartomany, hanem a
tartomanyok egyesitése (h’) Az is jol latszik példaul a modellbdl, hogy a csticsoknal 4 él, 6 lap és 4 hiperlap, az
éleknél 3 lap és 3 hiperlap talalkozik.

Nézziik a 4-dimenzios szabalyos tetraédert. Legyen az egyik (X) csucsa a terlinkben, a szemkozti h hiperlapja
legyen parhuzamos a teriinkkel, és maga a test legyen ,f6lotte”. Legyen P nagyon kicsivel h kodzéppontja ,,folott”.
Vetitsiik a 4-dimenziés tetraédert P-bdl a teriinkre! X 6nmagaba megy, h olyan szabélyos tetraéderbe, amelynek X

LFel lehet gy is fogni, hogy h-nak h’ komplementere, azaz végtelen tartoméany felel meg. A térnek ez a felosztasa mar teljesen azonos
kombinatorikus szerkezeti, mint az eredeti test.



a kozéppontja, a masik négy hiperlap képe pedig az abran lathaté modon bontja fel ezt a tetraédert 4 egybevagd kis
tetraéderre. (X a kozos pontjuk ( 5.0 dbra)). A 4-dimenzios szabalyos oktaédert kiforditva pedig az 5.¢ dbrdt kapjuk,
feltéve, hogy P-megint a h hiperlap kozéppontja felett valasztjuk. Ennek ellenérzését az olvasora bizom.

5. b dbra

5 c. dbra

A 4-dimenzids eset utan mér nem nehéz egy n-dimenzios konvex A poliéder , kiforditasat” definidlni. Legyen h
A-nak egy (n—1)-dimenzios hiperlapja, legyen S egy olyan h-val parhuzamos (n — 1)-dimenzios hipersik, amelyre igaz,
hogy A h és S kozott van. Legyen P elég kicsivel h egy bels6 pontja ,,f0l6tt”, azaz a h altal meghatarozott, A-t nem
tartalmazo féltérben. Vetitsiik P-bsl A-t S-re. A korabbiakkal analog médon bizonyithato, hogy ez a vetiilet A-val
megegyez6 kombinatorikus szerkezetii (n — 1)-dimenziés konvex tartomanyrendszer lesz. Konvex tartomanyrendszeren
egy konvex poliédernek konvex poliéderekre valo felosztasat értem. A felosztasban szerepld kis poliéderek korlétos
tartomanyok, a tér fennmaradé része alkotja a végtelen tartomanyt. (A végtelen tartomany nem konvex, viszont a
komplementere igen.)

Miel6tt a ,kiforditast” felhasznalva belatnédnk az n-dinenzios Euler-tételt, el6bb vizsgaljuk meg az n-dimenzids
szabalyos testeket (n = 5), és sejtsiik meg a tételt! n = 5 esetén mar csak 3 szabalyos n-dimenzids test van: a szabélyos
tetraéder, a kocka és a szabalyos oktaéder altalanositasa. (Ezt nem bizonyitjuk.) Ezeket n = 4-re mar vizsgéaltuk az I.
részben, majdnem ugyanigy megy minden n = 5-re is.
szabalyos tetraédernek hivok egy n-dimenziés testet, ha n + 1, paronként a tavolsagi csics, valamint az altaluk
meghatarozott Osszes k-dimenzios él (k = 1,2...,n — 1) alkotja. (A cstcs 0-dimenzios él, az él 1-dimenzios él, a

lap 2-dimenzios él, ..., az (n — 1)-dimenzios hiperlap (n — 1)-dimenziés él.) A definiciébol, rogton kovetkezik, hogy
— ("1 kdimenzios el
ag = | , o, ) k-dimenzios éle van.

Ugyanudgy, ahogy 4 dimenziéban, ebbdl a definiciobél sem latszik, hogy van ilyen test, de ahogy a 4-dimenziés
szabalyos tetraédert elGallitottuk a 3-dimenziosbol, az n-dimenziost is el6 lehet allitani az (n—1)-dimenziosbol: Vegytink
egy a éld (n—1)-dimenzios szabalyos A; ... A, tetraédert, amelynek kdzéppontja O. Ay, ..., A, koziil barmely kettének
a tavolsaga a, tehat A, 1-et ugy kell megvalasztani, hogy A; A, +1 hossza is a legyen minden ¢ = 1,. .., n-re. Ezt pedig
most is ugy lehet megtenni, hogy O-ban merélegest allitunk az (n — 1)-dimenzios térre, és O-bol valamelyik iranyban



felmériink y/a2 — OA2-t. Igy kapjuk A, i-et, ezt Osszekdtve az Osszes eddigi cstcesal megkapjuk az n-dimenzios
szabalyos tetraédert.

Tehét a szabalyos haromszogbdl kiindulva a fenti lépést (n — 2)-szer végrehajtva megkaphatjuk a szabalyos n-
dimenzios tetraédert. A 4-dimenzi6s kockéra és a 4-dimenzios oktraéderre is volt olyan el$allitas az 1. részben, amelyik
a 3-dimenzios megfelelbdl indult ki. Mindkét elGallitas sz6 szerint végrehajthato akkor is, ha (n —1)-dimenzios testbol
akarunk n-dimenziésat csindlni. Tehat az n-dimenziés szabélyos tetraéderhez hasonléan az n-dimenziés kockat és az n-
dimenzios oktaédert is el6 lehet allitani rekurzidval (n—2) lépésben a 2-dimenzios megfelelGjiikbol, vagyis a négyzetbdl.
Az n-dimenzioban is lehet agy definialni a szabélyos oktraédert, hogy cstcsai az n-dimenzios kocka (n — 1)-dimenzios
hiperlapjainak kozéppontjai, a szomszédos hiperlapokhoz tartozo cstucsai kozotti szakaszok az élei. A két definicio
ekvivalenciajat ugyanagy kell bizonyitani, mint 4 dimenzidéban. A koordinata-rendszerben val6 szép elhelyezés is sz6
szerint altalanosithaté 4 helyett az n-dimenziés szabalyos testekre.

A vallalkozo6 kedvieknek ajanlom, hogy tovabbolvasas el6tt oldjak meg a kovetkezs egyszert feladatot:

Feladat: Hatdrozzuk meg az n-dimenzids kocka és az n-dimenzids oktaéder k-dimenzids éleinek szdmdt (k =
0,1,...n—1.)

Helyes szamolas esetén azt kapjuk, hogy a vélasz a feladatra(Z) 2"~ F 3 kocka, és (k j_ 1> - 281 az oktaéder

1
esetén. Tetraéderre mar korabban lattuk, hogy Z_—:: 1) a valasz. Jelolje a a k-dimenzios élek szamat. A 3-dimenzios

Euler-tétel ezzel a jeloléssel ugy szél, hogy konvex poliéderekre ag — a1 + a2 = 2. Ha megpréobalunk valami ilyesmit
kihozni legaldbb erre a 3-féle szabéalyos testre, akkor némi probélkozas utan azt tapasztaljuk, hogy

(1) ag — a1 —i—ag—ag—l——...—i—(—l)"_lan_l = 1-‘1-(—1)"_1

ezekre a testekre igaz. Ezutdn mar reménykedhetiink benne, hogy (1) esetleg igaz tetszGleges konvex poliéderre.
Elarulom, hogy nem hiadba reménykediink, be fogjuk bizonyitani a kdvetkezs tételt:

Tétel: Minden n-dimenzios konvex poliéderre (n 2 2) igaz, hogy

(1) ao—al—i—ag—ag—i——...—i—(—l)"*lan_l = 1_’_(_1)71717

ahol ay jeloli a k-dimenzids élek szamat.
Ezt a tételt felfoghatjuk minden egyes n-re kiilon allitasként. Adott n-re jeloljiik ezt az allitast A, -nel.
A tételt parhuzamosan fogjuk bizonyitani a kovetkezs tétellel:

Tétel: Minden n-dimenzios konvex tartomanyrendszerre (n = 1) igaz, hogy:

(2) lo—lLi+la—Ilz3+—...+ (D" s +(-D" -1, =1,

ahol [ a tartomanyrendszerben 1év6 k-dimenziés élek szamat jeloli £ = 0, 1, ..., n — 1 esetben; [,, pedig a korlatos
tartomanyok szamat jeloli.

Ezt a tételt adott n-re B,-nel jeloljiik.

A tételek bizonyitasahoz a kovetkezéket fogjuk belatni:

o B igaz.

B : B,_1-bdl kovetkezik A,.

v : By_1-b6l kovetkezik B,,. (Ennek bizonyitasakor -t fel fogjuk hasznalni.)

Ez elég, hiszen a-bol és v-bol kovetkezik B, n = 1-re, B,-bdl és 8-bol pedig kovetkezik A, n = 2-re, és ezek egyiitt
jelentik a két bizonyitando tételt.

A bizonyitdsok:

a: Egy 1-dimenzios konvex tartomanyrendszer egy szakasz pontokkal felosztva kisebb szakaszokra. Erre g —1; =1
nyilvan teljestil.

B: Vegylink egy n-dimenzios konvex poliédert. Forditsuk ki! Kapunk egy (n — 1)-dimenzios konvex tartoméanyrend-
szert. Erre tudjuk, hogy (2) igaz, masrészt hogy a kombinatorikus szerkezete megegyezik az eredeti test kombinatorikus
szerkezetével, vagyis

(3) ap=1lo, a1 =11, ..., an2=1Ily 2, an1=1I1+1,

hiszen [,,—1 a korlatos tartomanyok szama volt, de van egy végtelen tartomany is. (3)-at beirva (2)-be kapjuk (1)-et.

~v: Ezt az allitast [,,, azaz a korlatos tartomanyok szama szerinti teljes indukciéval fogjuk bizonyitani.
Nézziik elGszor [, = 1 esetén: [, = 1 azt jelenti, hogy van egy konvex n-dimenzios poliéderiink, ami nincs felosztva.
ag-val jelolve a k-dimenzios éleinek szamat:



(4) lo=ap, h=a1, ..., lnp-1=an1, I, =1.

B,,—1-b8l 8 szerint kovetkezik A,,, tehat az ajp szamokra (1) teljesiil. (1)-b6l és (4)-bdl viszont trividlisan kiovetkezik
(2).

Azt kell még bebizonyitani, hogy [, > 1 esetén igaz az allitas, feltéve, hogy ugyanezt [,-nél kevesebb korlatos
tartomany esetén mar tudjuk.

Legyen [,, > 1, és valasszunk ki két szomszédos korlatos tartomanyt. Mivel ezek konvex poliéderek, ezért egy
(n — 1)-dimenziés S hipersikkal szétvalaszthatok. (A kozos hatar hipersikja ilyen hipersik.) S-sel vagjuk ketté az
eredeti (B) tartomanyrendszert. S mindkét oldalan kapunk 1-1 4j n-dimenzios tartomany-rendszert, jeloljiik ezeket
C-vel, illetve D-vel, a k-dimenzids éleik szamat ci-val, illetve dg-val (K = 0,1,...,n — 1), a korlatos tartomanyok
szdméat c,-nel, illetve d,,-nel. A szétvagas soran minden korlatos tartomanybdl legfeljebb egy-egy korlatos tartomany
keletkezik S két oldalan, viszont a két szétvilasztott tartomény csak egy-egy oldalra esik, ezért a korlatos tartoményok
szamara, ¢, < l,, d, <, teljesiil. Ekkor viszont az indukcios feltevés szerint:

(5) co—c1tea—cs+—...+ (1) e =1

(6) do—dl+d2—d3+—...+(—1)ndn=1.
S kimetsz B-bol egy (n — 1)-dimenzios E tartomanyrendszert. Erre alkalmazva a B,,—1 tételt:
(7) lo—li+la+—. o+ (=1D)" 2o+ (=1)" ",y

a szokasos jelolésekkel.

Vizsgéaljuk meg az E tartoméanyrendszert! E-nek egy k-dimenzios éle, illetve egy korlatos tartoménya kétféleképpen
keletkezhet: vagy az eredeti n-dimenziés B-nek is k-dimenzios éle volt (ezek szamat jeloljik fi-val), vagy egy B egy
(k + 1)-dimenzios élének kettévagasakor keletkezett metszetként. Ezek szamat jeloljik gg-val. Nyilvan:

(8) lk=fu+ge (k=0,1,....,n—-1).

Szamitsuk ki lx-t (k =0,1,...,n) a ¢, di, ln, fr s g értékekbol: Szamoljuk Gssze el6szor B csucsait: B-nek van
co — lp csucsa S egyik oldalan, dy — [y csiicsa a méasik oldalan, fy csics pedig S-en, tehét

(9) ZOZCO—Zo+d0—lo+f0.

Szamoljuk Ossze B k-dimenzios éleit (K = 1,2,...,n — 1) : ¢x — l; van S egyik oldalan, dy — Il van S maésik
oldalan, fi van S-en. Kétszer szamoltuk azokat a k-dimenzids éleket, amelyeket S kettévag. Viszont éppen az ilyen
kettévagasnal keletkezett (k — 1)-dimenzios élek szamat jeloltiik gi—1-gyel, tehat

(10) lk=cr—lp+dy —lg+ fe—gr—1 (k=1,2,...,n—1).

B korlatos tartoményaira tovabba

(].].) ln :Cn—Fdn—gnfl,

hiszen ¢, van S egyik, d,, a mésik oldalan, és kétszer szamoltuk a g,—1 darab kettévagott tartomanyt.
A kapott (5)—(11) egyenletekbdl egyszerten fog adodni a bizonyitandé (2). A (9), (10), (11)-bél:

lo—li+l—l3+—. .+ (=1)"" oy + (=1)", =
=(co—lo+do—lo+fo)—(c1—li+di—l1+f1—go)+—...+
+(_1)n_1(0n—1 —lp1+dp1 —lp1+ fa1 = gn2) + (=1)"(cn +dn — gn-1) =
=(co—c1+eca—cz3+—...+(=1D)"p)+(dog—di1 + —...+ (—1)"d,)—
— 2o =l 4 — A (1) )+
+(fo—-fr+—... + (—1)n_1fn_1) +G-—g+—...+ (—1)"_lgn_1.

(5) szerint az els6 zardjel 1, (6) szerint a masodik zardjel 1, (7) szerint a harmadik is 1, (8) és (7) szerint az utolso
ketts Osszege is 1. Tehat:

lo—lh+— . . +ED)" g+ (D) =14+1-2-14+1=1,

és ezt akartuk bizonyitani. Ezzel v-t belattuk.
Tehat bebizonyitottuk «, 8 és ~-t, és a korabbiak szerint ezekbdl mar kévetkeznek a tételeink.



