A halmazelmélet egyik legalapvetsbb ,triikkje”, hogy egy olyan eljaras elvégezhet&ségét teszi fel minden halmaz-
ra, amelyet megszamlalhato halmazokra el tudunk végezni. A megszamlalhatoé halmazok elemeit fel tudjuk sorolni
a szokasos modon; elsé, masodik, harmadik elem stb. Azt mondjuk, hogy a megszamlalhato halmazok dtrendezhe-
tok a természetes szamok rendezett halmazahoz hasonlé modon (vagy esetleg egy véges halmazhoz hasonlé médon).
Rendezett halmaznak neveziink egy (A, <) part, ahol A tetsz6leges halmaz, < pedig egy rajta adott rendezés, tehat
teljesiilnek a kovetkezs tulajdonsagok:

(1) < x sohasem all;

(2) x <y, y < zesetén x < z is teljesiil;

(3) Ha z,y € A, akkor = = y, vagy © < y, vagy y < z.

Egy (A4, <) rendezett halmazt jélrendezettnek neveziink, ha minden nem iires B C A részhalmaznak van legki-
sebb eleme. A természetes szamok halmaza a szokasos rendezéssel konnyen lathatoan jolrendezett, ez a kulcsa a teljes
indukciés bizonyitasoknak. A véges rendezett halmazok is jolrendezettek. Jolrendezett halmazokra allitasokat bizo-
nyithatunk a teljes indukcidhoz hasonléan. A bizonyitasok kulcsa egyszerid. Elég valamilyen modon azt garantélni,
hogy nem lehetséges olyan pont létezése, hogy addig nincs baj, de ott van. Ekkor nem is létezhet pont, ahol baj van,
példaul, hogy minden vektortérnek van bazisa.

Sajnos, nem konnyt olyan jolrendezett halmazra példat mutatni, amely nem megszamlalhat6. Pedig ezt meg lehet
tenni, s6t, be lehet bizonyitani, hogy minden halmazra lehet épiteni jolrendezést, ehhez azonban sziikség van az Ggyne-
vezett kivalasztasi axiomara. Ennek egy ekvivalens alakja, hogy barmely két halmaz 6sszehasonlithato; valamelyiknek
van a masikba beagyazasa. Az alabbi allitas hasznos halmazok jolrendezettségének eldontésekor.

Allitas. Egy (A, <) rendezett halmaz pontosan akkor nem jolrendezett, ha van benne végtelen csékkend sorozat.

Bizonyitas. Ha van végtelen cstkkend sorozat, akkor maga a sorozat ad példat legkisebb elem nélkiili nem iires
részhalmazra. A megforditashoz tegyiik fel, hogy a nem iires B C A részhalmaznak nincs legkisebb eleme. Mivel B
nem iires, van benne by € B elem. by nem a legkisebb, igy van B-ben b; < by elem. Folytatva, kapjuk a csokkend
bo, b1, ... sorozatot, ami kellett.

Az eddig emlitetteken kiviil példakat kaphatunk jolrendezett halmazra, ha példaul a természetes szdmok halmazat
két példanyban egyméas mellé helyezziik, stb. Kissé ravaszabb példat kapunk a koévetkezGképpen. Vegyiik alaphalmaz-
ként a nemnegativ egész egyiitthatos polinomok P halmazat. Némi nehézséget okozhat a rendezés kitalalasa. Nem
igaz ugyanis, hogy ha f és g fenti tipust polinomok, f # g, akkor f(x) < g(z) minden valos z-re, vagy g(x) < f(z)
minden valés x-re. Az azonban igaz, hogy egy bizonyos a értéknél nagyobb x-ekre f(z) < g(z) (vagy forditva elég
nagy értékekre g(x) < f(z)). Ez onnan lathato, hogy feltevésiink szerint f(z) — g(x) nem nulla polinom, igy elég nagy
valds szamokra allandoé elGjeld. Ez az elGjel egyébként megegyezik a f6egyiitthato elGjelével.

Erdemes lenne tehat eszerint definialni a polinomok rendezését: f < g, ha minden elég nagy x-re f(z) < g(z). A
rendezési tulajdonsagok koziil egyediil a tranzitivitas belatasa okozhat gondot. Tegyiik fel tehat, hogy f < g és g < h.
Egy-egy kiiszobértéktol kezdve tehat teljesiil f(x) < g(x), illetve g(z) < h(z). A két kiiszobérték koziil a nagyobbikat
véve, minden annal nagyobb szamra f(z) < h(z) is teljesiil, tehat f < h, amit bizonyitanunk kellett.

Konnyt eljarast talalni arra, hogyan dontsiik el két adott polinomroél, f-rél és g-r6l, hogy melyik nagyobb (ren-
dezésiink szerint). Ehhez elég f — g fGegylitthatojanak elGjelét megnézni. Egy masik modszer a kovetkezs. ElGszor
hasonlitsuk 6ssze f és g fokszaméat. Ha ezek kiilonbozéek, akkor a nagyobb fokszamu polinomot nevezziik nagyobbnak.
Ha azonos fokszamuak, n-edfoktiak, hasonlitsuk elGszor Gssze a féegyiitthatokat. Ha kiilonb6z6ek, a nagyobbik nyer.
Ha azonosak, vegyiik a kovetkezs, 2" 1-es tag egyiitthatojat, hasonlitsuk azokat Ossze, stb. Megemlitem, hogy ez az
eljaras lényegében azonos azzal, ahogy tizes szamrendszerben felirt szdmokat hasonlitunk Gssze.

A fenti eljaras segitségével konnyi belatni a P halmaz jolrendezettségét. Legyen ugyanis B nem iires részhalmaza
P-nek. Célunk B legkisebb elemét kivalasztani. Nézziik el6szor B elemeinek fokszamait, legyen ezek koziil a legkisebb
n. Ha csak egy n-edfoku polinom van B-ben, készen vagyunk, ez lesz B legkisebb eleme. Kiilonben nézziik a B-beli,
n-edfokud polinomok f6egyiitthatoit, vegyiik ezek koziil a legkisebbet. (Itt hasznéljuk fel, hogy polinomaink egyiitthatoi
nemnegativ egész szamok.) Ha ez az érték csak egy polinomnal szerepel, megtalaltuk a legkisebb polinomot. Ha nem,
tovabb megyiink, és a kovetkezs egyiitthatot nézziik, stb. Legfeljebb n 1épésben megtalaljuk a legkisebb polinomot.

A P halmaz jolrendezettségét felhasznalhatjuk egy érdekes tétel bizonyitasara. Vegylink egy tetsz6leges szamot,
példaul 266-ot. Irjuk fel kettes szamrendszerben: 266 = 28+23+21. Cseréljiik ki az alapot jelents ketteseket harmasokra,
3% + 3% + 3!, majd a harmas szamrendszerben vonjunk le egyet: 3% 4+ 3% + 2. A kovetkez6 lépésben ismét noveljitk
az alapszamot, és vonjunk le egyet: 4% 4+ 43 + 1. Es igy tovabb. R.L. Goodstein tételének allitasa, hogy elsbb-utobb
elakadunk; 0-hoz jutunk.

Végiggondolva az eljarast, azt kell belatnunk, hogy nem folytathaté minden hatéron tul, ekkor ugyanis sziikség-
képpen 0-ba kell jutnunk. Ha szerepld szamaink csokkend sorozatot alkotnanak, ez nyilvanval6é lenne, de sajnos, a
szamok nének (legalabbis eleinte). Ha a természetes szamok jolrendezettségét nem hasznalhatjuk, probaljuk meg P
jolrendezettségét hasznalni. Az eljaras valamelyik kozbiilsG lépésében megkapott a,g" +. . . +ag szamhoz (g az aktualis
szamrendszer alapszama) rendeljiik hozza az a,x™ +. ..+ ag polinomot. Gondoljuk végig, hogy a kiilonb6z6 lépésekben
kapott szdmokhoz rendelt polinomok hogyan viszonyulnak egymashoz (rendezéstink szerint). A szamrendszer alapsza-
méanak novelése nem valtoztatja a hozzarendelt polinomot, hiszen az alapszamot igy is, ugy is x-re cseréljik. Ha a g



alapu szamrendszerben egy szamot eggyel csokkentiink, akkor az utols6 nem nulla jegyét eggyel kell csokkenteni, az ez-
utan szerepl6 nullak helyébe pedig (g — 1)-eket kell irni. Mivel polinomjainkat ugyancsak elsé eltérés szerint hasonlitjuk
Ossze, a masodik szamhoz rendelt polinom kisebb lesz. Ha tehat eljarasunkat végtelenségig folytathatnank, polinomok
végtelen csokkend sorozatat kapnank, ami a cikk elején szerepls allitas értelmében ellentmond P jélrendezettségének.
Igy Goodstein tételét belattuk.

R.L. Goodstein eredeti, 1944-ben bizonyitott tétele egy kissé méas eljarast alkalmazott, mar az els6 lépésben a
kitev6kben, kitevék kitevGiben, stb., szerepld 2-nél nagyobb szamokat atirta 2-es szamrendszerbe:

266 = 22" 4221 421,
Az ezutan kapott szamsorozat,
337 p 33l o gt gt g 55T L
rohamosan nd, legalabbis eleinte. A szerepl$ szamok értéke kb.
103, 10616, 1010000

Mégis a fentihez hasonl6 bizonyitas mutatja, hogy elbb-utobb 0-hoz jutunk. Erdekes metamatematikai modszerekkel
L. Kirby és J. Paris 1981-ben megmutatta, hogy a legutobbi allitas a szamelmélet eszkdzeivel nem bizonyithato.

Egy (A, <) jolrendezett halmaz B részhalmazat kezddszeletnek nevezziik, ha x € B, y < x-b6l kovetkezik y € B,
tehat B ,lefelé zart”. KezdGszeletre példa maga a teljes A halmaz, tovabba, kénnyen lathatoan minden Ala] = {z €
A : x < a} alakd halmaz is, ezeket elem dltal alkotott kezdGszeleteknek nevezziik. Mas példa nincs. Legyen ugyanis
B valodi kezdGszelet, legyen a nem iires A — B halmaz legkisebb eleme a. Probéljuk meg belatui, hogy B = Ala]. Ha
z < a, akkor, mivel a-nal kisebb elem nem lehet A — B-ben, x € B. Ha valamely z = a-ra x € B teljesiilne, akkor,
mivel B kezd@szelet, a € B is teljesiilne, ami ellentmond a valasztasanak.

A jolrendezett halmazok vizsgalatdhoz alapvetSen fontosak a rendezéstartod leképezések. Ha (A, <), (B, <) jolren-
dezett halmazok, egy f : A — B fiiggvény rendezéstarts, ha x < y esetén f(x) < f(y) teljesiil. (Tehat szigoru
értelemben monoton néve.)

1. Allitas. Ha (A, <) jélrendezett, és f : A — A rendezéstarto, akkor f(x) > x teljesil minden x € A-ra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az 4llitas nem igaz, legyen € A egy elem, amire f(a) < a teljesiil. Irjunk ap =
a, a; = f(a)-t, majd legyen an41 = f(an), n = 1, ...-ra. Egyszerd indukcidval kapjuk, hogy a,11 < an, tehat
ap, a1, ... csokkend sorozat a jolrendezett halmazban, ami lehetetlen.

Két jolrendezett halmaz kozotti rendezéstartod bijekciot hasonldsdignak (izomorfizmusnak) neveziink, ekkor a hal-
mazok hasonldak, izomorfak. Jelben ~.

2. Allitas. Jolrendezett halmaz nem lehet hasonld valodi kezddszeletéhez.
Bizonyitas. Ha f : A — Ala] hasonloség, akkor f(a) < a.
3. Allitas. Két jolrendezett halmaz kézott csak egy hasonldsdg lehet.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (A4, <) és (B, <) jolrendezett, és f,g: A — B hasonlosag. Az 1. allitast alkalmazva
g ltof: A— Ara, g *(f(2)) >z, azaz f(z) > g(z) minden z € A-ra. Hasonléan f(z) < g() is teljesiil, azaz f = g.

4. Allitas. Ha (A, <) és (B, <) jolrendezett halmazok, akkor az aldbbi dllitdsok kézil pontosan az egyik teljesiil:
(a) (A4, <) és (B, <) hasonld;

(b) (A, <) hasonlé (B, <) egy valddi kezddszeletéhez;

(c) (B, <) hasonld (A, <) egy valddi kezddszeletéhez.

Bizonyitas. Hogy (a) — (¢) koziil tobb nem teljesiilhet, azonnal adédik a 2. allitasbol, illetve abbol, hogy a ,,hasonlo
egy szeletéhez” relacio tranzitiv. Belatjuk, hogy allitasaink koziil legalabb az egyik teljesiil. Legyen tehéat adva (A, <)
és (B, <).

Legyen A’ = {z € A: van y € B, hogy A[z] ~ Bly|} és hasonléan B’ = {y € B: van z € A, hogy Alx] ~ Bly|}.
El6szor is megjegyezziik, hogy € A’ esetén csak egy y € B van, amire A[z] ~ Bly] teljesiil, hiszen, ha két ilyen y lenne,
mondjuk y1 és ya, és példaul y; < y2, akkor a B[ys] jolrendezett halmaz hasonléd lenne Bly;] valodi kezdGszeletéhez,
ami ellentmond a 2. allitasnak. Hasonléan, y € B’-hez csak egy © € A van, amire A[z] ~ Bly]. Nyilvanvalo, hogy igy
egy bijekciot kapunk A’ és B’ kozdtt, nevezziik ezt F-nek.

F rendezéstarto: ha nem, legyen ¥ < z2, y1 = F(z1) > F(22) = yo, ahol z1,20 € A’. Ekkor Alz;] valodi
kezdGszelete Blyi] ~ A[z1]-nek, tehat ismét lenne egy jolrendezett halmaz, ami hasonlo sajat valodi kezdGszeletéhez.

A’ (és hasonloan B') kezdészelet. Ha ugyanis 2’ < € A', Alz] ~ Bly] és f az izomorfizmus kozottiik, akkor
Alx') = BIf ()]

Kaptuk tehét, hogy A’, B’ kezd6szeletek, F' pedig koztiik hasonlésdg. Ha A’ = A vagy B’ = B vagy mindkettd
teljesiil, készen vagyunk. Ha pedig A’ = A[z], B’ = Bly], akkor definicionk szerint x € A’, de igy = < z lenne,
ellentmondaés.



A halmazelmélet egyik nevezetes (és hosszu ideig erGsen vitatott) axidméja a kivdlasztdsi axidma: ha B olyan
halmaz, aminek minden eleme nemiires halmaz, akkor van olyan g fiiggvény, amely minden x € B-hez x egy elemét
rendeli. g tehat minden x € B halmazbdl kivdlaszt egy elemet. Ennek segitségével bizonyitotta be E. Zermelo 1904-ben
a jolrendezési tételt.

A jolrendezési tétel. Minden halmaz jélrendezhetd.

Bizonyitas. Legyen A tetsz6leges halmaz. Legyen B A nem iires részhalmazainak halmaza, g pedig kivalasztasi
fiiggvény B-n. Legyen F a kovetkezd halmaz: (D, <) € E, ha (D, <) jolrendezett halmaz, D C A, és minden = € D-
rex = g(A—{y € D: y < z}). Igaz tehat, hogy D minden elemét gy vélasztjuk (miutdn a megel6zGket mar
kivalasztottuk) ahogy g ,,sugja”. Célunk annak bebizonyitasa, hogy van (D, <) € E, amire D = A (és ezzel a bizonyitas
kész).

Vegyiik E két tetszoleges elemét: (D1, <}, (D2,<). A 4. allitas szerint ezek vagy hasonloak, vagy valamelyikiik
hasonlé a masik egy valodi kezddGszeletéhez. Legyen mondjuk, f : D1 — Dy ez a hasonlésag. Azt allitom, hogy
f(x) = z minden = € Dj-re. Valoban, ha ez nem lenne igaz, a jolrendezettség miatt lenne olyan z € D; amire
f(z) # z, de f(y) = y minden y < z-re. De ekkor g(A — {y : y < x}) egyarant megegyezik x-szel és f(x)-szel, ezért az
allitas igaz.

E elemei tehat specialis viszonyban vannak egymaéssal: barmely kettd koziil az egyik kezd&szelete a maésiknak.
Legyen D’ az E-beli D halmazok egyesitése. Ha z,y két kiilonboz6 eleme D’-nek, és példaul z € D1,y € D», akkor
mivel vagy D1 C Dy vagy D> C D; az egyik halmazban mindkét elem benne van. Tovabba, egy adott = € D’
elemre x-nek a kiilénboz6 D-k szerinti kezdGszelete egybeesik. Ebbdl adédik, hogy D'-n a kdvetkezdképpen rendezést
definidlhatunk: z <’ y, ha x < y egy (D, <) € E-ben, vagy ami ugyanaz, minden z-et és y-t tartalmazo (D, <) € E-
ben. Ha (D', <) nem lenne jolrendezett, lenne benne egy xg, ... végtelen csokkend sorozat, és ha (D, <) € E olyan,
hogy x¢ € D, akkor a teljes cstkkend sorozat megjelenne (D, <)-ben, tehat az sem lenne jolrendezett; ellentmondas.

A fentiekbdl az is konnyen lathato, hogy = = g(A — {y € D' : y <’ z}) teljesiil minden z € D’-re. Adodik tehat,
hogy (D', <) € E. Ha D' = A, készen vagyunk, ha nem, legyen x = g(A — D') és legyen D = D' U {z}, a kdvetkezs
rendezéssel: © > y, minden y € D’-re. Nyilvan (D, <) € E (egy pont hozzavétele nem ronthatja le a jolrendezettséget,
a g-re vonatkozo feltétel is konnyen lathato), igy D’ definicioja szerint x € D' lenne, ami lehetetlen.

Nevezziik Hamel-bazisnak a valos szamok R halmazénak egy olyan B részhalmazat, amire igaz, hogy minden x # 0
valés szam egyértelmten all el6 x = q1b1 + . .. + g b, alakban, ahol b; € B, ¢; racionalis.

Tétel. Van Hamel-bazis.

Bizonyitas. Legyen <,, jolrendezés R-en. Legyen B-nek eleme egy = valos szam akkor és csak akkor, ha nincs
véges sok Y1, - .., Yn <w T, hogy x = 141 + . . . + gnyn alkalmas g; racionalis szamokkal (0-ra tgy tekintjiik, hogy van,
tehat 0 ¢ B). Belatjuk, hogy ez a B Hamel-bazis.

El&szor is igazoljuk, hogy minden = # 0 el6all z = ¢1b1 + ... + ¢, b, alakban, ahol ¢; racionlis, b; € B. Tegyiik
fel, hogy ez nem igy van, és legyen x € R a <,, szerinti legkisebb ellenpélda (itt hasznaltuk ki, hogy <, jolrendezés).
Nyilvan, « € B, hiszen kiilonben x = 1 -z jo felirds lenne. Tehat B definicidja szerint x = gi1y1 + ... + gn¥yn, ahol
Y1y oy Yn <w T, €s az z-re tett minimalitasi feltevés miatt, ezek mar mind felirhatok a kivant modon. De akkor,
kénnyen lathatéan, z is; ellentmondas.

Ha valamelyik szam tobbféleképpen is elGallithat6 lenne, akkor kivonéassal kapnank, hogy 0 = qi1b1 + ... 4+ ¢nbn
teljesiilne, csupa ¢; # 0 egyiitthatoval. Feltehetd, hogy itt b, a <, szerinti legutolso elem, de ekkor atosztassal

b, — (—q—1> by+... + (—q"‘1> b1,
dn dn

azaz b, elGall <,, szerint kisebb elemek segitségével, igy b, ¢ B; ellentmondas.

Hamel-bazis létezése felhasznalhato olyan f(z) fliggvény készitésére, amely nem f(z) = cx alaka, de kielégiti az
flx+y) = f(x) + f(y) azonossagot. Ha ugyanis B tetsz6leges Hamel-bazis és rajta az f fliggvény f(b) értékeit
tetszdlegesen el6irjuk, a tobbi értéket a kovetkezs szabély szerint szamithatjuk ki: ha x = ¢1b1 + ... + ¢nb,, akkor
f@) = qif(b1) + ... + quf(by). A Hamel-bazis definicioja miatt ez egyértelmii és konnyen lathatoan kielégiti a
fenti azonossagot is. Ilyen fiiggvényre volt sziikség Laczkovich Miklés: Sokszdgek dtdaraboldsa cimi cikkében, ami a
kozépiskolai Matematikai Lapok 1990. méjusi szdméanak 193—-202 oldalain jelent meg. Ott arra volt sziikség, hogy ha
oy irracionalis szam, akkor lehet egy fenti tulajdonsagu f fiiggvényre f(1) =1, f(ap) = 0. Ehhez arra lenne sziikség,
hogy 1,9 € B teljesiiljon egy alkalmas B Hamel-bazisra. Fenti konstrukciénk ilyen B-t ad, ha olyan jélrendezést
vesziink, aminek elsé két eleme 1 és ag.

Hamel-bézis segitségével igazolhaté R. Rado alabbi tétele is.

Tétel. A valds szamok halmaza felbonthato megszamldlhatd sok olyan halmazra, amelyik nem tartalmaz haromtagi
szdmtani sorozatot.

Bizonyitas. Legyen B egy Hamel-bazis. Rogzitsiik tovabba a nem nulla racionélis szamok egy ¢(1), ¢(2),...
felsorolasat. Osszuk be a valos szamokat megszamlalhaté sok részre a kovetkezSképpen. Alkosson 0 magéban egy



osztalyt. Ha pedig = # 0 valds szam, irjuk fel
x = q(i0)bo + ... + q(in)bn

alakban, ahol by < ... < b, a Hamel-béazis elemei. Rendeljiik szamunkhoz hozza a 2 - 3% . ... természetes szamot.
Tétellinkhoz elég azt belatni, hogy nem teljesiilhet x4y = 2z, ha ugyanazt a természetes szamot rendeltiik x-hez, y-hoz
és z-hez. Természetesen fel kell tenni, hogy =, y, z kiillonb6z6 szamok. Ez el6fordulhat, mert a b;-ket nem kddoltuk.
Mindenesetre azt tudjuk, hogy szdmaink felirdsidban azonos raciondlis szam-sorozatok vannak. Legyen b az z, y, z
felirdsaban szerepld osszes B-beli elemek koziil a legkisebb (véges sok valos szam kozott mindig van legkisebb). Nézziik
b egylitthatojat rendre x, y, z-ben! Mindegyikben ez az egyiitthato ¢(ig) vagy 0, hiszen b a legkisebb szereplé B-beli
elem. Valamelyiknél biztosan nem 0, hiszen b szerepel valahol. Ha tehat b egyiitthatoja =, y, z-ben rendre u, v, w,
akkor ezek mind 0-val és q(ig)-lal lehetnek egyenlSk, tovabba x + y = 2z miatt u + v = 2w is teljesiil, ami csak gy
lehet, ha uw = v = w = q(ip). Kaptuk tehat, hogy z, y, z felirdsdban szerepls els6 baziselem egyiitthatdja ugyanaz, az
eljarast folytatva a masodik is, stb. Tehat x = y = z, azaz csak trivalis 3-taga szamtani sorozatot kaphatunk.
A fenti bizonyitas otletével J. Ceder az alabbi meghokkentd tételt igazolta.

Tétel. A sik felbonthaté megszamldlhato sok részre, hogy eqyik se tartalmazza eqy egyenld oldali hdromszég mind-
hdarom csicsdt.

Bizonyitas. Gondoljuk végig, hogyan altalanosithatnank az el6z6 tétel bizonyitasat. Belattuk, hogy bizonyos
feltételek mellett egy F' test feletti V' vektortér felbonthaté megszamlalhato sok részre, hogy egyik se tartalmazza egy
ax + Py = z alakd egyenlet megoldésat, ahol «, 8 € F'. Felhasznéltuk, hogy F' megszamlalhato, hogy van V-nek egy
B bézisa, hogy B-nek van rendezése. Ez utébbi nem lényeges kdvetelmény, hiszen tudjuk, minden halmaz rendezhetd,
s6t jolrendezhets. Végiil felhasznaltuk, hogy egyenletiinknek nincsen olyan u, v, w megoldasa, aminek mindharom
tagja 0-val vagy egy adott t € F elemmel egyenls, de nem mindharman egyenlGek. Ez teljesiil, ha a+ 8 =1 és persze
a, B #0,1.

Probéljuk meg ezt az 6tletet alkalmazni tételiinkben. Tekintsiik a sik pontjait komplex szdmoknak. Tegyiik fel, hogy
x, y, z egy egyenls oldali haromszog harom csiacsa. Ekkor példaul z kifejezhets x és y segitségével a kovetkezGképpen:

1 V3. 1 V3,
“(f?)“(i‘?)y-
V3

1
Ez jo is lenne, a baj az, hogy —+ ——i nincs a raciondlis szdmok kozott. A fenti bizonyitas végrehajtasahoz elég lenne

egy olyan megszamlalhato testet talalni, amelyben ezek az elemek benne vannak. Ez a szerkesztéselméletb6l kozismert:
ap+ q\/gi alaki szamok Osszessége, ahol p és g tetszGleges raciondlis szam lehet. Hogy a komplex szamsik e f6lott a
test folott vektorteret alkot, kevésbé szemléletes, de konnyen adodik abbol a ténybdl, hogy test részteste f6lott mindig
vektortér.

Erdés Pal sejti, hogy Ceder tétele altalanosithaté egyenld szart haromszogekre. Konnyen lathatd, hogy a fenti
bizonyitads nem miikodhet; az egyenld szart haromszog két csiicsa nem hatarozza meg a harmadikat. Erdss PAal azt is
sejti, hogy ez igaz magasabb dimenzi6s euklideszi terekben is, de ezek a problémak még megoldatlanok.

Feladatok. 1. Hdny kezddszelete van a raciondlis szdmok (szokdsos mddon rendezett) halmazdnak?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy rendezett halmaz nem jolrendezett, akkor van benne olyan valodi kezddszelet, amely
nem elem dltal alkotott!

3. Adjunk meg két rendezett halmazt, hogy eqyik se legyen hasonlé a mdsik eqy kezddszeletéhez!

4. Bontsuk fel a valos szamok halmazdt megszdamldlhato sok részre, hogy egyik se tartalmazza az x +y = z egyenlet
nemtrividlis megolddsat!



