Erdekes kombinatorikus geometriai problémék

A kombinatorikus geometria egyik széles korben alkalmazott eszkdze a Ramsey-tétel, amelyet tobbnyire egziszten-
ciabizonyitdsokban hasznalnak fel.
A Ramsey-elmélet legegyszeribb példaja a kovetkezs — bizonyéara kozismert — feladat:

1. Feladat Bizonyitsuk be, hogy ha egqy 6 tagu tdrsasdgban bdrmely két ember vagy bardt vagy ellenség, akkor
biztosan kivdlaszthato olyan 3 ember, akik kézil vagy barmely kettd ellenség, vagy bdrmely kettd bardt.

Ugyanez grafelméleti kérdésként megfogalmazva:

Adott egy 6 szogpontu graf ugy, hogy barmely két pontjat pontosan egy, piros vagy kék él koti Ossze. Bizonyitsuk
be, hogy a grafnak van olyan 3 szOgpontu teljes részgrafja, melyben minden él egyszinid. (Azaz kivalaszthat6 3 pont
ugy, hogy barmely kett6t azonos szind él kot Gssze.)

Bizonyitds:

A feladatot most mint grafelméleti kérdést kezeljiikk. Valasszuk ki a graf egy tetsz6leges P cstcsat. Ebbol Osszesen
5 él indul ki, mindegyik piros vagy kék, tehat van koztiik legalabb 3 azonos szinti, mondjuk kék él. Jeldlje 3 ilyen él
P-t6l kiilonboz6 végpontjat A, B és C'. Ha e harom pont koziil valamelyik kett6t kék él koti 6ssze, akkor az a két pont
P-vel egyiitt kék haromszoget, azaz harompontu teljes részgrafot alkot. Ha pedig az AB, BC és C' A élek mindegyike
piros, akkor ABC' piros haromszog. Ezzel a feladat allitasat belattuk.

A fenti feladat altalanositasa az alabbi:

Ramsey-tétel:

Minden természetes szamokbol all6 (k,p) szampéarra létezik olyan R(k,p) természetes szam, melyre teljesiil, hogy
ha egy n = R(k,p) pontu teljes graf éleit pirosra vagy kékre szinezziik, akkor van vagy k pontu kék, vagy p ponta
piros teljes részgrafja, de ha n < R(k,p), akkor egy n-pontu teljes graf éleit még ki lehet szinezni a két szinnel ugy,
hogy ne teljesiiljon az utobbi allitas (azaz nincs sem k pontu kék, sem pedig p pontu piros teljes részgraf.)

A tétel bizonyitasat nem kozoljiik, bar nem tul nehéz. Akik megprobaljak bizonyitani, azoknak azt javasoljuk, hogy
p-re és k-ra vonatkozo kettds teljes indukcioval probalkozzanak. A bizonyitasbol egyébként az is kovetkezik, hogy

rep < (M7,

Akkor is megfogalmazhato6 a megfelels allitas, ha az élek (azaz pontparok) helyett egy halmaz pontjainak T elemd
részhalmazait tekintjiik, és ilyenkor a megfelels Ramsey-szamot RT (k, p)-vel jeloljiik. (R (k, p)-t egyszertien R(k, p)-vel
jeloljiik.

Ramsey tételének igen sok érdekes kovetkezménye van, melyek koziil most csak néhanyat sorolunk fel.

1. Kévetkezmény: Egy kellen hosszt, n = K(p, k) kiilonboz6 szambol 4llo sorozat biztosan tartalmaz vagy egy
k elemi n6vekvs, vagy egy p elemt csokkend részsorozatot (melynek elemei nem feltétlentil szomszédosak az eredeti
sorozatban, de az eredeti sorrendben vannak).

Bizonyitds:
Egyszertien kovetkezik Ramsey tételébdl, ugyanis egy R(p, k) hosszisagu sorozat kielégiti a feltételt. Ez a kovetke-
z6képpen lathatéd be:

Szamozzuk meg egy R(p, k) pontu teljes graf csucsait 1-t6l R(p, k)-ig és szinezziik ki az éleket a kovetkezképpen:
ha i < j és a sorozat i-edik eleme (jeloljiikk a;-vel) kisebb a;-nél, akkor a graf i-edik és j-edik pontjat kék, ha i < j és
a; > a;, akkor a graf i-edik és j-edik pontjat piros él kdsse dssze (1 < i < j < R(p, k) és1i,j € N). Igy barmely két pontot
pontosan egy, piros vagy kék él kot Ossze, tehat Ramsey tétele szerint van vagy p ponta piros vagy k ponta kék teljes
részgraf a grafban, ami természetesen azt jelenti, hogy a sorozatban van vagy egy p elemd csokkend, vagy egy k elemt
novekvs részsorozat. Tehat, ha K (p, k) azt a legkisebb természetes szamot jeloli, melyre egy n = K(p, k) kiilonb6z6
szambol allo sorozatban biztos van vagy p elemt csokkend vagy k elemi névekve részsorozat, akkor K (p, k) < R(p, k).
K(p, k) értéke pontosan is meghatarozhato:

(1) Kp,k)=(k-1p-1)+1

Bizonyitds:

1Az Ifjusagi Matematikai Kor iilésén elhangzott eladas. Lejegyezték Futdo Gabor és Horvai Péter, a budapesti Fazekas Mihaly Gimnéazium
tanuloi.
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ElGszor azt 1atjuk be, hogy K(p,k) > (kK — 1)(p — 1). Erre egyszert konstruktiv bizonyitast adunk. Vegyiink fel
(p — 1) darab (k — 1) hossztsagt novekvs sorozatot (jeloljiik ezeket s1, sa, S3, ..., sp—1-gyel) ugy, hogy ha i > j,
akkor s; legnagyobb eleme legyen kisebb s; legkisebb eleménél. Ilyen tulajdonsagu sorozatok természetesen léteznek.
A keresett sorozatot ezutan ugy kapjuk, hogy az si, s2, s3, ..., sp—1 sorozatokat sorozatta ftizve rendre egymas utan
rakjuk. Az olvasora bizzuk annak belatasat, hogy egy ilyen sorozat nem tartalmaz sem p elemi csokkend, sem k elemii
novekedd részsorozatot.

(Utmutatds: A kivalaszthato novekvé részsorozatok elemei csak azonos s;-bol szarmazhatnak, mig egy csokkend
részsorozat két eleme nem szarmazhat azonos s;-bél.)

Ezutan mar csak azt kell belatnunk, hogy K(p, k) < (k —1)(p — 1) + 1. Ezt indirekt tton bizonyitjuk. Tegyiik fel,
hogy létezik olyan a1, ag, as, . .., G(k—1)(p—1)+1 Sorozat, amely nem tartalmaz sem k tagt névekvd, sem p tagt csokkend
részsorozatot. Rendeljiink a sorozat minden a; eleméhez (i = 1,2,3,...,[(k—1)(p — 1) + 1]) egy (ni, ¢;) természetes
szamokbol all6 rendezett szampart, ahol n; az a;-vel kezd6d6 leghosszabb névekvs részsorozat hossza és ¢; az a;-vel

kezd6dé leghosszabb csokkend részsorozat hossza.

Ekkor 7 < j esetén nem teljesiilhet egyszerre, hogy n; = n; és ¢; = ¢j, mert ha a; < a;, akkor a;-t az a;-vel kezd6d6
leghosszabb névekvo részsorozat elé rakva n-nél hosszabb névekvé sorozatot kapunk, tehat n; > n;. Ha a; > a;, akkor
hasonléan lathato be, hogy ¢; > ¢;.

Masrészt, ha indirekt feltevésiink igaz, akkor 1 Sn; S k—1és 1< ¢; S p— 1, igy legfeljebb (p — 1)(k — 1) darab
(ni, ¢;) rendezett szampart készitettiink. Igy viszont van két olyan eleme a (p — 1)(k — 1) + 1 hossziisag sorozatnak,
melyhez ugyanaz az (n;,c;) szampar tartozik, ami ellentmond az el6bb belatottaknak. Indirekt feltevésiink tehat
ellentmondasra vezetett. Ezzel belattuk, hogy K(p,k) = (p —1)(k—1) + 1.

Ramsey tétele egy igen érdekes és sokaig megoldatlan kombinatorikus-geometriai problémaéara is megoldast adott.
A probléma egy egyszerii specidlis esetét Klein Eszter 1933-ban vetette fel Erdds Pdl és Szekeres Gydrgy magyar
matematikusoknak.

2. Feladat: Ha 5 pont egy sikban helyezkedik el, és semelyik 3 nem esik egqy egyenesbe, akkor az 5 pont kézdtt van
4 pont, amelyik konver négyszdget alkot.

Bizonyitds:

Ha a ponthalmaz konvex burka 4- vagy 5-szog, akkor készen vagyunk. Ha egy ABC haromszog a konvex burok,
akkor a tovabbi 2 pont, D és E a haromszog belsejében van. A DE egyenes nem metszi a haromszog egyik oldalét
(d@brankon ez az AB szakasz), de ekkor az A, B, D, E pontok konvex négyszoget alkotnak.

Ezutan altalanositottak a feladatot.



3. Feladat: Adott k-ra létezik-e olyan Z(k) szdm, hogy minden n = Z(k) szdmai dltaldnos helyzetd pont (semelyik
3 sem esik egy egyenesre) kozil mindig kivdlaszthatd egy konvex k szdg?
A Ramsey-tétel és a legutobb belatott 2. Feladat segitségével mar nem nehéz megadni a kérdésre az igenld valaszt.

Ugyanis:
(2) R*(k,5) pont biztosan elég, azaz Z(k) < R*(k,5).

Bizonyitds:

»zinezzikk” a ponthalmaz minden egyes 4 elemd részhalmazat aszerint, hogy konvex vagy konkav, kékre, illetve
pirosra. A Ramsey-tétel értelmében ekkor vagy van k pont, amelyek koziil barmely 4 konvex négyszoget alkot, s igy
maga a k pont altal meghatarozott sokszog is konvex, ezért készen vagyunk; vagy pedig van 5 pont, melyek koziil
barmely 4 konkav négyszoget, alkot, de ez az elobbi 2. Feladat miatt lehetetlen. Kovetkezésképpen most az elsé eset

all fonn, és igy készen vagyunk.
Egy rokon probléma vizsgalataval ennél pontosabb felsé becslést is adhatunk Z(k)-ra.

Tekintsiink (a sikban) egy véges, altalanos helyzeti pontrendszert, és vegyiink fol egy olyan derékszogi koordinata-
rendszert, hogy két kiilonb6z6 pont, megfelels koordinatai ne egyezzenek meg. (Ezt nyilvan megtehetjik, mert a
pontokat csak véges szamu, kiilonboz6 irdnyt egyenes koti 6ssze.) Nevezzik felsd ivnek az alulrol konkav, alsd fvnek
pedig az alulrél konvex egyszeri sokszogvonalakat.

Bebizonyitottak, hogy

3) n;<k1‘i;4)+1

pont kozil mdr biztosan ki lehet vdlasztani vagy egy | ponti alsé, vagy egy k ponti felsd ivet. (Ezt a bizonyitdst itt nem
részletezzik.)

Nyilvanval6, hogy ha van egy m pontu felsg vagy als6 iviink, akkor az iv két végpontjat Gsszekotve egy m pontiu
2m — 4
konvex sokszoget nyeriink. Innen pedig Z(m) < ( mn 2) + 1 adodik. Erd6s Pél és Szekeres Gyorgy azt sejtették,
m—

hogy Z(m) = 2™ 2 + 1, de ezt mindezidaig senkinek sem sikeriilt beldtnia. (Az ismert, hogy m = 4-re es m = 5-re
a sejtés igaz!)

k+1—-4
k—2

Most belatjuk, hogy a (3)-ban adott becslés éles. Ehhez megadunk egy olyan konstrukciot, hogy F(l, k) = (

pont k6z6tt ne legyen se | pontd also, se k ponta felss iv! Készitsiink az dbra szerint egy tablazatot!
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A tablazat l-edik sordban és k-adik oszlopaban allo T'(I, k) kép egy olyan ponthalmazt abrazol, amelyben nincs
sem k pontu fels6, sem [ ponta alsé iv. Most mar csak azt kell belatni, hogy megadhaté gy a konstrukci6, hogy
P(T(n,m)) = F(n,m) legyen, ahol P(z) az x dbra pontjainak széma.

k—1
Az els6 sorban 1évs, T'(3, k) képeknek a feltétel miatt < . ) = k — 1 pontbol kell allniuk, igy T'(3, k) lehet egy

(k —1) pontu felss iv. Ugyanigy a T'(l, 3) képeknek megfelelhet egy (I — 1) pontt als6 iv. Konnyen lathato, hogy most
minden kivant feltétel teljesil.

A binomilis egyiitthatok ismert tulajdonsaga,

(1) ()= ()



miatt F(n,m) = F(n —1,m) + F(n,m — 1) is igaz. Tehat a P(T(n,m)) = F(n,m) egyenlGséghez — az el6bbi
eredményeink értelmében — elég lenne azt belatni, hogy a ,képekre” is hasonlo teljesiil, azaz T'(n, m) eléall a T(n—1,m)
és T'(n, m—1) képek olyan egyesitésekent, tehat hogy P(T(n,m)) = P(T(n—1,m))+P(T(n,m—1)). Most megadunk
egy ilyen konstrukciot. (Lasd az eléz6 dbrdt). Helyezziik el a Ty = T'(n, m— 1) képet tetszolegesen, és To = T'(n—1,m)-
et t6le ,,balra, le” ugy, hogy az egy-egy részképen beliili pontokat 6sszek6ts barmely egyenes meredeksége legyen kisebb,
mint a két halmaz 1-1 pontjat 6sszek6ts barmely egyenes meredeksége. (Ezt megtehetjiik, mert elhelyezhetjiik gy T4-
et, hogy ne legyen a pontjai altal meghatéarozott egyenesek kozott fliggsleges.) Konnyen lathato, hogy ez a konstrukeid
jo. Ugyanis az elhelyezés miatt a Ti-ben 1évs legfeljebb (n — 1) pontu also ivhez nem csatlakozhat folytatasként To
semelyik pontja sem. Ugyanigy a T»-ben 1&6v6 legfeljebb (m — 1) pontu fels6 ivhez nem csatlakozhat T3 semelyik pontja
sem. Azt is kénnyen meggondolhatja az olvasd, hogy sem a Th-ben tévés legfeljebb (n — 2) ponta als6 ivhez, sem
pedig a Ti-ben 1év6 legfeljebb (m — 2) pontu fels6 ivhez nem csatlakozhat a masik képbdl egynél tobb pont. Ez is a
meredekségekre adott megkotés miatt igaz.

Ezzel allitasunkat belattuk, azaz a (3)-ban adott becslés valoban éles.

Feladatok?
1. Probaljuk meg belatni Ramsey tételét 7' = 2-re, pontosabban azt, hogy
n+k—2
R(n, k) £ .

Utmutatds: Lassuk be, hogy R(2,n) = n és azt, hogy R(n,k) < R(n,k — 1)+ R(n — 1, k).

1
2. Lassuk be, hogy ha adott a sikon n altalanos helyzetd pont, akkor legalabb £ (n) kiilonbo6z6 konvex négyszoget

4
hatarozunk meg. (A Moszkvai Nemzetkizi Matematikai Didkolimpidn egy ennél gyengébb feladat volt kitdzve, azt

-3
kellett belatni, hogy van legalabb (n 9 ) olyan konvex négyszog, melynek pontjai az adott n pont koziil keriilnek
ki.)
3. Ugyancsak az 1964. évi moszkvai didkolimpian volt feladat a kovetkezs: 17 tudos mindegyike levelezést folytat

az Osszes tobbivel. Osszesen haromféle témarol leveleznek, de barmely par mindig csak ugyanarrél az egy témarol.
Bizonyitsuk be, hogy van kozottiik legalabb 3 olyan tudoés, akik koziil barmely kett6 azonos témarol levelezik egyméssal.

4. Lassuk be, hogy a 3. feladat allitdsa 16 tuddsra még nem igaz!
5. Az 1. és 4. feladat felhasznélasaval lassuk be, hogy 21 = R(3,6) = 17. (Valojaban: R(3,6) = 18.)

6. Legyen a1 = 3, a, = na,—1 — (n — 2). Lassuk be, hogy ha a,, tudos folytat levelezést Gsszesen n féle téméardl,
ugyanugy, mint a 3. feladatban, akkor is van kozottiik 3 olyan, akik koziil barmely ketté azonos témarol levelezik.

2 A feladatokat Futé Gabor és Horvai Péter kdzolték



