Bevezetés
A Kozépiskolai Matematikai Lapok 1990/10. szaméban kitizott F. 2826. feladat a kovetkezd volt:

A. Feladat. Legyen n 1-nél nagyobb pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy ha 6" — 1 oszthatd n-nel, akkor n oszthato
5-tel.

Hasonl6 tipust, de lényegesen nehezebb volt a 31. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 3. feladata (Koézépiskolai
Matematikai Lapok, 1990/8-9. szam, 340. oldal):

n

B. Feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan n > 1 egész szamot, amelyre 18 egész szdam.

2

Ezek a feladatok a 6™ —1, illetve a 2" 41 alaki szamok bizonyos specialis alaki osztoinak létezésére, tulajdonsagaira
vonatkoznak. Az a™ + 1 alaka szamok, és altalanosabban az a™ 4+ " alaku szamok primosztéinak és osztdinak a
tulajdonsagai sok szamelméleti probléma megoldasa soran szerepet jatszanak. A tekintett szamokkal méar Fermat,
Euler és Legendre is foglalkozott. Cikkiinkben ezen szamok osztéinak néhany fontos tulajdonsagaval ismerkediink
meg. Ekozben altaldnosabb formaban oldjuk meg az A.és B. Feladatokat. Csupéan az az eset érdekes, amikor a > b > 0
egészek és (a,b) = 1, ezért ezt a tovabbiakban kiilon emlités nélkiil is mindig fel fogjuk tételezni.

Az A. feladat vizsgdlata

Az A. Feladat egy lényeges altalanositasa kovetkezik az alabbi tételbdl, amely lényegében Legendre-tol szarmazik.
1. Tétel. Legyen n > 1 egész szam.

(i) Ha p primosztdja a™ — b"-nek, dgy p = nk + 1 alakid (ahol k > 0 egész), vagy az n valamely m < n pozitiv
osztdjdra pla™ — b™.

(ii) Ha p pdratlan primosztdja a™ + b"-nek, ugy p = 2nk + 1 alakd (ahol k > 0 egész) vagy az n valamely m < n
pozitiv osztdjdra pla™ + b és n/m pdratlan.

Az A. Feladat éllitasa azonnal kovetkezik a tétel alabbi kovetkezményének (i) allitasabol az a = 6, b = 1 vélasztas
mellett.

1. Kovetkezmény. Legyen n > 1 egész szam.

(i) Ha nla™ —b", dgy az n legkisebb primfaktora osztdja a — b-nek.
(ii) Ha nla™ + b", dgy az n legkisebb primfaktora osztdja a + b-nek.

Ebbol kovetkezik, hogy ha b = a+ 1, gy nincs olyan n > 1 egész, melyre n|a”™ — b". Kés6bb a 2. Kdvetkezményben
latni fogjuk, hogy minden maéas esetben van végtelen sok n, melyre nla” — b", s mindig van végtelen sok n, melyre
nla" 4+ b".

Az 1. Tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz a kdvetkezd lemmara.

1. Lemma. Legyen n 2 1 egész, legyen p az a™ —b" egy primosztdja, s legyen m az a legkisebb pozitiv egész, melyre
pla™ — ™. Ekkor m|n.

Megjegyezziik, hogy hasonl6 allitas igaz az a™ + b™ alakd szamok paratlan p primosztoira.

Az 1. Lemma bizonyitdsa. A lemma allitdsa kozismert, ha b = 1, s a bizonyitas is erre vezeti vissza az allitast. (A
szerk.) Az a, b és p-re tett feltevés miatt (p,ab) = 1. Ezért van olyan ¢ pozitiv egész, melyre be = 1 (mod p) és igy
p1tc. A d= ac jelolést bevezetve ptd is teljesiil. Az a” — b" szamot ¢™-nel, az ™ — b™ szamot ¢™-mel megszorozva,

(1) d*=1 (mod p)
(2) d"=1 (mod p)

kovetkezik, tovabba ekkor m a legkisebb pozitiv egész, melyre (2) teljesiil. Osszuk el n-et maradékosan m-mel: n =
mu+vés 0= v<m. (1) és (2)-bol d” =1 (mod p) adodik. Ezért m minimaélis volta miatt csak v = 0 lehet, s igy
valoban m|n. B

Az 1. Tétel bizonyitdsa. ElGszor az (i)allitast igazoljuk. Legyen p az a™ —b™ egy primosztoja, s jeloljik m-mel azt a
legkisebb pozitiv egészt, melyre p|la™ — b™. Ekkor az 1. Lemma szerint m|n. Mivel (p, ab) = 1, ezért a kis Fermat-tétel
szerint p|a”_1 — bP~ L, Igy viszont ismét az 1. Lemmat alkalmazva m|p — 1. Ebbdl kovetkezik, hogy m = n esetén
p = nk + 1 alakt, mig m < n esetén pla™ — b™.

Ezutan (ii)-t bizonyitjuk. Legyen p az a™ + b" egy paratlan primosztéja. Ekkor

(3) p|a2n _ b2n-
Legyen t a legkisebb pozitiv egész, melyre

(4) pla® — bt



Ekkor (3), (4) és az I. Lemma miatt ¢|2n. Amennyiben ¢ = 2n, gy az imént bizonyitott (i) allitds kovetkeztében
p = 2nk + 1 alakda. Maradt tehat a ¢ < 2n eset. Legyen most m az a legkisebb pozitiv egész, melyre

(5) pla™ +b™.

Ekkor pla®™ — b®™, s igy az 1. Lemma szerint t|2m. Ha t paratlan, ugy ebbdl ¢t|m adodik. Ekkor viszont (4)-bol
pla™ — b kovetkezik, ami ellentmond (5)-nek és (p,ab) = 1-nek. Ha viszont ¢ paros, agy 4-bol kovetkezik, hogy p
osztoja at/? — b'/? vagy a'/? + b'/?-nek. A ¢ minimalis valasztasa miatt csak pla’/? + b"/? lehet. Ekkor viszont az m
minimalis valasztasa kovetkeztében t/2 = m, azaz t = 2m. Mivel pedig t|2n volt, ezért m|n és m < n. Végil (5)
felhasznalasaval

P =q" (am)n/m = (_bm)n/m _ (_1)n/mbn (mod p)’
amibdl kovetkezik, hogy n/m paratlan. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. H
Az 1. Kovetkezmény bizonyitdsa. El6szor az (i) allitast bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy n|a™ — b", és legyen p az
n legkisebb primfaktora. Ekkor p nem lehet nk + 1 alaku, ezért az 1. Tétel (1) allitdsa miatt létezik az n-nek olyan

m < n osztOja, melyre pla”™ —b™. Ha m-nek van p-t6l kiilonb6z6 primosztdja, ugy ez p-nél nagyobb (p minimalis volta
miatt). Ebben az esetben p nem lehet mk + 1 alaku, s ezért az 1. Tétel kovetkeztében létezik m-nek olyan m’ < m

osztoja, melyre pla™ ' Ezt az eljarast folytatva, véges sok lépés utan az adodik, hogy pla?” — 7" valamely o > 0
egész mellett. Viszont a kis Fermat-tétel szerint

a?’ — b =a?" -0 =...=a-b (modp),

ezért valoban pla — b.

Ezutan tekintsiik az (ii) allitast. Tegyiik fel, hogy n|a™ + b", s legyen p az n legkisebb primosztoja. Ha p = 2, agy
pla™ + b" csak agy lehet, ha a és b paratlan, amikor is p|la + b. Ha pedig p > 2, 4gy az allitds ugyanigy kovetkezik az
1. Tétel (ii) allitasabol, mint fentebb az (i) allitas az 1.Tétel (i) allitasabol. B

Térjlink vissza az 1. Tételhez. Felmeriil a kérdés, hogy az (i) és (ii) allitdsokban a p primosztokra vonatkozodan
fennallhat-e mindkét eset. A valaszt a kovetkezs tétel adja meg. Az a™ — b™ egy osztdjat primitivnek nevezzik, ha ez
az 0szt6 nem osztoja a™ — b™-nek semmilyen pozitiv m < n-re. Hasonloan, o™ + b™ egy osztojat primitivnek szokis
nevezni, ha nem osztoja a” + b™-nek semmilyen pozitiv egész m < n-re. Kénnyt belatni, hogy a™ — b"-nek mindig
van nem primitiv primosztéja, kivéve azt az esetet, amikor a = b+ 1 és n primszam. Az a” + b"-nek szintén van nem
primitiv primosztéja, eltekintve attol az esettél, amikor a + b paratlan és n a 2 egy hatvanya. Zsigmondy 1892-ben
bebizonyitotta a kdvetkezét:

2. Tétel. (i) a™ — b"-nek minden n > 1 egészre van primitiv primosztdja, kivéve a kivetkezd eseteket:

1) n =2, a+ b pedig a 2 egy hatvanya;

2)n=6,a=2,b=1.

(ii) a™ + b"-nek minden n > 1 egészre van primitiv primoszidja, kivéve azt az esetet, amikor n =3, a =2, b = 1.

Terjedelmi okok miatt a bizonyitast mell6zziik. A tétel egy elemi bizonyitadsa megtalalhato példaul W. Narkiewicz
,Classical problems in number theory” (Warszawa,1986) cimi konyvében, a 11-15. oldalon.

Az 1. Tétel szerint a™ — b" primitiv primosztdi nk + 1 alakaak, mig o™ + b™ paratlan primitiv primosztéi 2nk + 1
alakiak. Ezért a 2. Tétel kovetkeztében az is adodik, hogy az (ii)-ben szerepls kivételtsl eltekintve az a™+£b™ szdmoknak
n > 2 esetén mindig van n-nél nagyobb primosztéjuk. Ujabb kutatasok szerint ezeknek a szdmoknak lényegesen
nagyobb primoszt6juk is van, ha n-nek nincs ,;til sok” kiilonb6z6 primosztéja. Ennek bizonyitadsdhoz azonban az elemi
modszerek mar nem elegenddek.

A B. feladat vizsgdlata

Legyenek a > b > 0 tovabbra is rogzitett relativ prim egészek. A B. Feladat altalanositasaként tekintsiik most az
Osszes olyan n egészeket, melyekre

(6) n?la™ —b", n > 1 egész,

valamint az 0sszes olyan n egészeket, melyekre

(7) n?la™ +b", n > 1 egész.

Ezek tulajdonképpen diofantikus problémak, hiszen (6) egyenértéki az a™ —b" = n? -m, (7) pedig az a" +b" = n?-m
diofantikus egyenlet pozitiv egész n, m megoldasainak a megkeresésével.

Az 1. és 2. Tételek, valamint az 1. Kéovetkezmény felhasznalasival be fogjuk bizonyitani a kdvetkezs tételt. Jeloljiik
w(n)-nel egy n > 1 egész szam kiilonb6z8 primosztéinak a szamat.



3. Tétel. (i) Ha a — b = 1, dgy nincs olyan n egész, melyre (6) teljesil. Ha pedig a — b > 1, dgy bdrmely r = 1
egész esetén van olyan n, melyre (6) és w(n) = r fenndll. Tovdbbd, az ilyen n értékek szdma véges és mindezen n-ek
meghatdrozhato’k

(ii) Ha (a +b) a 2 egy hatvdinya, gy nincs olyan n, melyre (7) teljesil. Ha pedig a = 2, b =1, dgy n = 3 az
egyetlen olyan n, melyre (7) fenndll. Minden mds esetben birmely r = 1 egészre van olyan n, melyre (7) és w(n) =r
teljesil. Tovdbbd, az ilyen n-ek szama véges és mindezen n-ek meghatdrozhatok.

A tételbdl specidlisan adodik, hogy a B. Feladat egyetlen megoldasa n = 3. Tételiinkbdl az is kovetkezik, hogy
a B. Feladat allitasa kivételes esetnek szamit, hiszen a = 2, b = 1 az egyetlen olyan eset, amikor (7)-nek n-ben
van megoldasa, de a megoldasszam véges. Megjegyezziik, hogy a 3. Tétel bizonyitésa soran a 2. Tételt csak annak
igazolasara fogjuk felhasznélni, hogy a felsorolt kivételektdl eltekintve (6), illetve (7)-nek barmely r 2 1-re van w(n) = r
tulajdonsagt n megoldasa. Igy a B. Feladat bizonyitasa nem igényli a 2. Tétel alkalmazasat.

Tételiink mutatja, hogy a felsorolt a,b kivételektdl eltekintve, mind a (6) tulajdonsagu, mind a (7) tulajdonsagu
n-ek szdma végtelen. A 3. és 2. Tétel kovetkezményeként megmutatjuk, hogy bizonyos értelemben lényegesen ,t6bben”
vannak azok az n értékek, melyekre nja™ — b, illetve n|a™ + b™ teljesiil.

2. Kovetkezmény. (i) Ha a—b > 1, igy bérmely r = 1 egész esetén létezik végtelen sok olyan n, melyre nja™ — 0",
és w(n) =r.

(ii) Bdrmely r = 2 egész esetén létezik végtelen sok olyan n, melyre nja™ + 0" és w(n) =r.

A 3.Tétel bizonyitasadhoz sziikségiink lesz két lemmaéra. Koziilik az aldbbi 6nmagéaban is érdekes allités.

2. Lemma. Legyen p egy primszdm. Ekkor

< b a”—b”) 1, ha pta-—b,
a—b, —— | =

a—b p, ha pla—0».
aP — bP

a—0b "'
A masodik allitas p = 2 esetén nem igaz, mint errél az a = 3, b = 1 valasztas mellett konnyen meggy6z6dhetiink.
A lemmabol azonnal adédik, hogy

Ha p > 2, 1ugy az utobbi esetben pz)[

(8) ha pla—b, ugy p?la? —bP,
tovabba
(9) ha p>2 és pla+b, ugy p?la? +0bP.

Ezeket az allitasokat tobbszor felhasznaljuk, esetenként kiilon emlités nélkil.
aP — P

A 2. Lemma bizonyitisa. Az a — b = u, = v és (u,v) = d jeloléseket bevezetve,

P _pp
(10) v = btwr -t =uP™ + (p)up_2b+...+ ( P )bp_l.
u 1 p—1

Ebbél kovetkezik, hogy d|p-bP . Mivel (d, b) osztéja (u,b)-nek, (u,b) pedig (a, b)-nek, ezért (d,b) = 1. Igy viszont d|p,
azaz d = 1 vagy d = p. Ha p|u, agy (10)-b6l p|v, azaz d = p kovetkezik. Ha pedig p 1 u, gy csak d = 1 lehet. Ezzel az
elsg allitast igazoltuk.

Ezutéan tegyiik fel, hogy p > 2 és d = p. Amennyiben p?|v volna, tgy (10)-bsl p?|p - ¥* ™1, azaz p|b kovetkezne. Am
ebben az esetben p|u miatt p|a adodna, ami nem lehetséges. Tehat valoban p? { v. B

3. Lemma. (i) Legyen n > 1 egy (6)-ot kielégité egész szam, s 2% - k (o = 0 egész, k pdratlan egész) az n
legnagyobb olyan pozitiv osztdja, melynek minden primfaktora osztdja a — b-nek. Ekkor 2%k > 1, kla — b és ha a > 0,
dgy 2°71|a2 — b2

(ii) Legyen n > 1 egy (7)-et kielégité egész szdm, s 2%k (o 2 0 egész, k pdratlan) az n legnagyobb olyan pozitiv
osztdja, melynek minden primfaktora osztdja (a + b)-nek. Ekkor 2%k > 1, kla + b és 2%|a® — b?.

A 3. Lemma bizonyitdsa. A bizonyitas soran altalanosabb formaban fel fogjuk hasznalni Pataki Janos egy Gtletét
a B. Feladatra adott megoldasabol (Kozépiskolai Matematikai Lapok, 1990/8-9. szam, 340. old.)

Elgszor az (i) allitast bizonyitjuk. Az 1.Kévetkezmény(i) allitdsabol kovetkezik, hogy n legkisebb primfaktora
osztoja 2k-nak, ezért 2%k > 1. Legyen p a 2% - k egy tetsz6leges primfaktora, legyen p” || 2% - k, és legyen n = p® - m
alkalmas 8 = 1, m egészekkel. Ekkor p t m, tovabba nyilvan

!Ezen azt értjiik, hogy a bizonyitas soran egy olyan eljarast adunk, mely barmely konkrét a, b és r érték esetén elvileg lehetévé teszi az
Osszes ilyen n-ek megtalalasait. Ha a, b és r nem nagyok, akkor az eljaras a gyakorlatban is jol alkalmazhato.

2Hasznaljuk tovabbé a p° || A jeldlést. Ez azt jelenti, hogy p®|A, de p®t1 1 A, tehat A primtényez6s felbontasaban a p primszam kitevéje
d.



i i

i mAp _ (pmP
(11) a” — b = (@™’ — (4™ = (a™ — b™) H (ai‘f)pi)l — EZW;P” :

=1

Elsszor tekintsiik a p = 2 esetet. Ekkor = «. A (11) jobb oldalan a S tényezds szorzat tényezsi i = 2, ..., f-ra 2-vel
kongruensek (mod 4). Ezért (11)-bol kovetkezik, hogy

(12) 20| g2m _ p2m,

Am 2|a® — b* miatt

a2m _ b2m

a2 _ b2
s minthogy 2 { mb, ezért (12)-bsl 2 |a? — b? kovetkezik.
Ezutan tegyiik fel, hogy p > 2. Mivel p|amp%1 — """ minden 1 < i £ B-ra, ezért a 2. Lemma kovetkeztében

a (11) jobb oldalan a 3 tényezds szorzat minden tényezdje p-nek pontosan az elsé hatvanyaval oszthaté. Igy viszont
6)-bol és (11)-bdl kovetkezik, hogy

m((?)™ ' (mod 2),

(13) pPla™ — ™.
Viszont pla — b miatt

a™ —bm

p— =mb™ ' (mod p),

s mivel p  mb, ezért (13)-bol kivetkezik, hogy p”|a — b. Mivel pedig ez a k minden primhatvanyosztojara teljesiil, ezért
kla — b kovetkezik, s ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Ezutan ratérink az (ii) allitas bizonyitasara. Az 1. Kévetkezmény (ii) allitasabol kovetkezik, hogy n legkisebb
primosztoja osztoja a+ b-nek, tehat 2 -k > 1. Legyen p a 2% - k egy tetszoleges primfaktora, s legyen ismét p? || 2% k.
Ekkor (7), a™ 4 b™|(a®)™ — (b*)" és a fentebb bizonyitott (i) allitds miatt p°|a® — b?, ha p > 2, és p®Tta* — b, ha
p=2. Am p = 2 esetén ebbdl p®|a? — b? kivetkezik, mivel a* — b* — (a® — b?)(a® + b*) és a® + b> =2 (mod 4). Ha
viszont p > 2, ugy pta — b, ezért p°|a + b. Ezzel a lemma (ii) allitasat is igazoltuk. W

A 3. Tétel bizonyitisa. El6szor az (i)4llitast bizonyitjuk. Ha n eleget tesz (6)-nak, gy az 1. Kévetkezmény miatt
n legkisebb primfaktora osztoja (a — b)-nek. Kovetkezésképpen a — b = 1 esetén valoban nincs olyan n, melyre (6)
teljesiil.

Ezutan tegyiik fel, hogy a — b > 1. Az r szerinti teljes indukcioval megmutatjuk, hogy barmely r = 1 esetén
van olyan n,., melyre (6) és w(n,) = r teljesiil. Legyen p; az a — b legnagyobb primfaktora. Ekkor (8) kovetkeztében
ny = py-re teljesil (6) és w(ny) = 1. A 2. Tétel (i) allitasa szerint a”* — bPr-nek van primitiv primosztoja, mondjuk
p2, kivéve azt az esetet, amikor p; = 2 és (a +b) a 2 egy hatvanya, azaz a = 2°71, b = 2% — 1 valamely 5 > 1 egésszel.
Ett6l az esettol eltekintve p3|(aP* )P — (bP*)P2. Mivel az 1. Tétel szerint ps >py, ezért innen kapjuk, hogy (6) no = p1p2
-re is teljesiil és w(ng) = 2. ElGszor vegyiik azt az esetet, amikor {a, b} kiilonbozik az emlitett kivételektsl. Tegyiik fel,
hogy r = 2-re méar igazoltuk n, létezését a (6) és w(n,) = r tulajdonsaggal. Az I. és 2. Tétel szerint a”™ — b""-nek van
egy pr4+1 > N, primitiv primosztéja, melyre (8) miatt p2,[(a" )P+t — (b )P+, Igy viszont n,41 = n,py41-re (6) és
w(ne41) = r+ 1 teljesiil, amivel az allitast bebizonyitottuk.

Tekintsiik ezutan azt az esetet, amikor @ = 2° + 1, b = 2% — 1. Kénnyt belatni, hogy (6) teljesiil n; = 2°ra, ha
B =2, és ny = 2°Flre, ha f = 1, masfell mindkét esetben w(ni) = 1. Ezutan a bizonyitas r szerinti indukcidval
folytathato a fenti modon, és ismét adodik az allitas.

Ezutan megmutatjuk, hogy adott a, b és r = 1 esetén csak véges sok olyan n van, melyre (6) és w(n) = r teljesiil, és
eljarast adunk az Osszes ilyen n meghatéarozasara. Legyen n egy tetszbleges pozitiv egész, melyre (6) fennall, s legyen
2% ky (an 2 0, k; paratlan) az n legnagyobb olyan pozitiv osztéja, melynek minden primosztoja a — b-nek is osztoja.
Ekkor a 3. Lemma szerint 2*7k; > 1, kila — b és ha ag > 0, tgy 2"‘1+1|a2 — b2, Tehat o és ky csak véges sok értéket
vehet fel, és a, b ismeretében az Gsszes lehetséges értékek meghatarozhatok. Ismételjiik most ezt az eljarast n helyett
ny = n/2%k;-re, ahol 2% - k; értelmezése folytan relativ prim ni-hez. Ha ny > 1, legyen 2%%ks az ny legnagyobb
olyan pozitiv osztoja, melynek minden primfaktora osztoja a®” ' %t — b**t*1_nek. Mivel (n1, a — b) — 1, ezért egyben
(2%2ky, a — b) = 1. Az n-re (6) teljesiil, ezért n3|(a" " F1)™ — (b2"'F1)™ Igy ny > 1 esetén ismét alkalmazhatjuk a 3.
Lemmit, s arra jutunk, hogy 2%2ks > 1, ko|(a®"F* — b2""%1) /(a — b) és 20‘2+1|(a2a1+1k1 — b2a1+1k1)/a —b. Itt g, ko
ismét csupan véges sok és meghatarozhato értéket vehet fel. Ezt az eljarast n helyett az n; = n/(2% k1) ... (2%k;)
szamokkal i = 2,3, ... -ra folytatva, véges sok lépésben arra jutunk, hogy

(14) n=(2%k1)(2°%ks) . .. (2 k,),



ahol a; =2 0, k; paratlan, 2% - k; > 1, a 2% - k; szamok paronként relativ primek, s az a;-k és k;-k mindegyike csak
véges sok és meghatarozhato értéket vehet fel minden i -re, 1 < i < s. Itt nyilvan s < w(n). Ha most r = 1 adott, és
az w(n) = r tulajdonsagu megoldasait keressiik (6)-nak, tgy elegendd valamennyi s < r-re az Osszes (14) alakt szamot
meghatarozni, s ezek koziil kivalogathatjuk (6)-nak az w(n) = r tulajdonsaga megoldasait.

Ezutan az (ii) allitast bizonyitjuk. Ha (a + b) a 2 egy hatvanya, és (7) teljesiilne valamely n-re, agy az 1. Kévet-
kezmény miatt az n paros volna. Ekkor viszont (7) miatt 2%|a™ 4 b" kovetkezne, ami nem lehetséges. Ezért csupan
azzal az esettel foglalkozunk, amikor (a 4+ b) nem 2-hatvéany. Tegyiik fel, hogy az {a, b} par kiilonbozik a {2,1} partol.
Az r szerinti teljes indukcioval megmutatjuk, barmely » = 1 esetén van olyan n,., melyre (7) és w(n,) = r teljesiil.
Legyen p; az (a +b) egy paratlan primfaktora. Ekkor (9) miatt ny = pi-re teljesiil (7) és w(ny) = 1. Tegyiik fel, hogy
valamely r = 1 mellett mar igazoltuk n,. létezését a (7) és w(n,) = r tulajdonsaggal. A 2. Tétel szerint (a™ +b"")-nek
van egy pr41 primitiv primfaktora, s kénnyd belatni, hogy p,4+1 > 2. Az 1. Tétel szerint p,41 > n,, és (9) miatt
P24 |(a™ )Pt 4 (b7 )Prt . Ebb6L kivetkezik, hogy (7) ny41 = nypry1-re is teljesiil és w(n,11) = r+ 1. Ezzel az allitast
igazoltuk.

A kovetkezskben megmutatjuk, hogy adott » = 1 mellett csak véges sok olyan n létezik, melyre (7) és w(n) = r
teljesiil, s az Osszes ilyen n meghatarozhato. Legyen n egy tetszbleges egész, melyre (7) teljesiil, s legyen 2%k (a; 2 0
egész, ki paratlan) az n legnagyobb olyan pozitiv osztoja, melynek minden primfaktora osztoja (a + b)-nek. Ekkor a
8. Lemma szerint 2*7k1) > 1, kila + b és 2°'|a® — b?, ezért ay,k; csak véges sok és meghatarozhato értéket vehet
fel. Legyen nqy = n/2%ky. Ekkor n; és a + b relativ primek. Ha n; > 1, ismételjiikk meg ezt az okoskodast n helyett
ni-gyel. Legyen 22k az ny legnagyobb olyan pozitiv osztdja, melynek minden primosztoja osztdja a? R p2 R
nek. Mivel n2|(a?" ¥1)™ 4 (b2""F1)™ ismét a 3. Lemma szerint 2a2|a2a1+1k1 F 2R g kola® 1 452" k1 Tovabba
(k2,a+b)=1.Haa=2, b=1,ugy ebbdl a1 =0, k1 =3, az =0, ko =1 addodik. Tehat ekkor ny =1, azaz n = 3 az
egyetlen megoldésa (7)-nek, s ezzel megkaptuk az olimpiai feladat megoldasat. A tovabbiakban az a = 2, b =1 esetet
kizarjuk.

A (7)-bol kovetkezik, hogy

(15) n?|(a®)" — (b*)".

Ezért alkalmazhatjuk az (i) részben bemutatott eljarast a, b helyett a?, b*-tel, s arra jutunk, hogy csak véges sok n
létezik a (15) és w(n) = r tulajdonsaggal, s mindezen n-ek meghatérozhatok. Ezen n-ek koziil pedig kivalogathatok
azok, melyekre nemcsak (15), hanem még (7) is fennall. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. H

A 2. Kévetkezmény bizonyitdsa. El6szor az (i) allitast igazoljuk. Legyen a — b > 1 . Elég megmutatni egy olyan,
w(n) = r tulajdonsaggal rendelkezs n > 1 egész létezését, melyre minden k = 1 egész mellett

(16) n*|a™* — bk

A k szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. k£ = 1 esetén ilyen n létezik a 3. Tétel (i) allitasa kovetkeztében. Rogzitsiink
egy ilyen n-et. Feltéve, hogy (16) valamely k = 1-re mar bizonyitott, a" =" 4kt kovetkezik alkalmas ¢ egésszel.
Mindkét oldalt n-edik hatvanyra emelve és a binomialis tételt alkalmazva adodik (16) k helyett k + 1-gyel, s igy (16)
valoban minden k-ra teljesiil.

Ezutan az (ii) allitast igazoljuk. A 3. Tétel (ii) allitasabol kovetkezik, hogy az ott felsorolt {a,b} kivételektdl
eltekintve barmely r = 2 egészre van olyan n, melyre

(17) nla”™ 4+ b" és w(n) =r.

Megmutatjuk, hogy ez az allitds a 3. Tétel (ii) allitasanak {a,b} kivételeire is teljesiil. Legyen (a + b) elGszor a 2
egy hatvanya. Ekkor 2|a2 + b2, Az r szerinti teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy létezik olyan n,., hogy n = 2n,-re
(17) teljesiil. Nyilvan a® + b*-nek van egy p; paratlan primosztoja, s igy (17) r = 2-re az n = 2ng, ny = p; vélasztas
mellett teljesiil. Ezutan feltéve, hogy valamely 7 > 2 -re az allitas mar bizonyitott, a®"" + b*"-nek a 2. és 1. Tétel
kovetkeztében van egy p,11 > n, paratlan primitiv primosztoja. Igy viszont (17) az n = 2n,41, ny11 = nypro1 mellett
r helyett r + 1-re is teljestil.

Ezutan legyen a = 2, b = 1. Az r szerinti teljes indukciéval belatjuk, hogy van olyan n = n,., melyre (17) teljesiil.
Ha r = 1, gy ny = 3 valaszthato. Feltéve, hogy az allitas valamely r = 1-re mér bizonyitott, a 2. és 1. Tétel szerint
a™ +b" -nek van egy pératlan p,41 > n, primitiv primosztoja. Ekkor pedig (17) az n,11 = n,p,41 valasztéssal r+ 1-re
is teljesiil, s ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Adott r =2 2 mellett legyen most n egy (17) tulajdonsaggal rendelkezs egész szam, s legyen n = 2%m, ahol 2 { m.
Mivel w(n) = 2, ezért m = 1. A k szerinti teljes indukcioval megmutatjuk, hogy barmely k = 1 egészre

(].8) 20¢Tnk|a2"‘m’C + b2"‘mk,



amibdl mar adodik a kovetkezmeény allitasa. (17) szerint (18) k = 1-re igaz. Feltéve, hogy (18) mar valamely k = 1-re
igazolt, ugy @™ = p2"mt ook g valamely ¢ egésszel Itt mindkét oldalt m-edik hatvanyra emelve és a jobb
oldalon a binomiélis tételt alkalmazva adodik (18) a k helyett k + 1-gyel, s igy (18) valoban minden k-ra igaz. Ezzel a
3. Tétel 2. Kévetkezményének bizonyitasat befejeztiik. B

Termeészetes kérdésként mertil fel, hogy altalanosabban, adott k = 2 egész esetén mit lehet mondani azon n-ekrdl,

melyekre

(19) nFla™ — b7, illetve
(20) nFla™ +b", n>1 egésa.

A 8. Tételbdl azonnal kivetkezik, hogy adott r = 1 egész mellett legfeljebb véges sok n létezik a (19) vagy (20)
tulajdonsaggal, melyre w(n) = r, s mindezen n-ek meghatarozhatok. Annak eldéntése azonban, hogy a, b-t6l fiiggGen
mely r szamokra vagy hany r szamra létezik ilyen n, a k > 2-re mar jéval nehezebb problémanak latszik, mint a k = 2
esetben (amikor is ezt a problémat a 3. Tétellel elintéztiik).

Végiil megjegyezziik, hogy az a™ + b" alaku szamok osztdival kapcsolatos tovabbi eredmények, alkalmazésok és
irodalmi hivatkozasok talalhatok példaul Erdss Pal és Suranyi Janos ,Valogatott fejezetek a szamelméletbsl” (Tan-
konyvkiado, Budapest, 1960 ) cimi kényvében, L. E. Dickson ,History of the theory of numbers” (New York, 1971) cimti
koényvének I. kotetében, Narkiewicz emlitett munkijiban, valamint C. L. Stewart ,,On divisors of Fermat, Fibonacci,
Lucas and Lehmer numbers” (Proc. London Math. Soc. 35 (1977), 425-447 ) cikkében.



