A halmazokkal foglalkoz6 matematikai tudoményég, a halmazelmélet alig széz éves tudomany — ami a matematika
igen kevés teriiletérsl mondhato el. Georg Cantor (1845 — 1918) német matematikus volt az, aki az 1880-as években
lényegében egyediil alkotta meg a halmazelmélet alapvets fogalmait és tételeit. Kevés ilyen matematikai tudoméanyag
van, amelyrél elmondhatjuk, hogy egy ember nevéhez kapcsolhato!

Szinte 6nként adodik a kérdés, mi lehet az oka, hogy a halmazelmélet, amely nélkiil a matematika szinte el sem
képzelhetd, ilyen késon alakult ki. Megkockaztatom azt a feltevést, hogy ennek egyik dont6 oka Euklidesz (i.e. 300
koriil) és miivének, az ,Elemek”nek hatalmas tekintélye volt. Euklidesz az Elemek els6 konyvében az Axiomak kozott
a 8.-ban ezt mondja: ,Az egész nagyobb, mint a rész.” Galilei (1564 — 1642) szamara ezért tlint még paradoxonnak az
a megfigyelése, hogy ugyanannyi négyzetszam van, mint ahany pozitiv egész szam, hiszen a pozitiv egész szamok és a
négyzetszamok kolcsonosen egyértelmien megfeleltethet6k egymasnak:

Felcsillant a lehetGsége egy olyan definicionak, amely megallapitja, hogy két végtelen halmaz mikor tartalmaz
wegyenls szamu” elemet, de Euklidesz tekintélye hatott. A négyzetszamok részhalmazat alkotjak a pozitiv egész szamok
halmazanak, az egész nagyobb mint a rész, tehat ez a megfigyelés csak egy paradoxon.

Bolzano (1781 — 1848) cseh matematikus, haldla utan, 1851-ben megjelent konyve, melyben egy sor hasonlo észre-
vétel talalhato, még mindig ezt a cimet viselte: ,A végtelen paradoxonjai”.

Georg Cantor volt az elsé, aki szakitani mert a 8. axiomaval és bevezette kovetkez6 definiciot: két (végtelen) halmaz-
rol akkor mondjuk, hogy egyenld a szamossdguk, mas szoval ekvivalensek, ha elemeik kozott kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetés létesithetS. Ebben az értelemben Galilei megfigyelése azt mutatja, hogy a pozitiv egész szamok N hal-
mazanak és a négyzetszamok halmazanak szamossaga egyenld, méasképp mondva a két halmaznak ugyanannyi eleme
van, a rész nem kisebb, mint az egész, a végtelen halmazok korében a 8. axioma nem igaz

Nézziink néhany tovabbi, mar Cantor gondolatmenetét felhasznalo Osszefiiggést végtelen halmazok korében.

Az egész szamok Z halmaza ekvivalens a természetes szamok N halmazaval. Ezt példaul a kdvetkezd kolesonosen
egyértelmi megfeleltetéssel lathatjuk be:

,  —=n, , =2, -1, 0, L, 2, .., n, ..
N
0, 1, 2, 3 4, .., 2n-1, 2n,

A megfeleltetést még rovidebben ugy is jellemezhetjiik, hogy az egész szamokat egy sorozatba ,rendezzik”, és az
egész szamnak megfeleltetett természetes szamot a sorozatban elfoglalt helye jelenti:

0,-1,1,-2,2,-3,3,....,—n,n,...

A természetes szamok N halmazéaval ekvivalens végtelen halmazokat megszdmldlhatoan végtelennek nevezzik és
szamossaguk jelolésére Cantor vezette be az Rg jelolést (,, alef” a héber abécé elsé betje).

Ko6nnyen lathatd; hogy minden megszamlalhatéan végtelen halmaz sorozatba rendezhetd, és megforditva, minden
olyan végtelen halmaz, amelynek elemei sorozatba rendezhetsk, megszamlalhatoan végtelen.

Megmutatjuk, hogy a raciondlis szdmok Q halmaza is sorozatba rendezhets. Vegyiik elGszor az egynél kisebb pozitiv
racionalis szamok halmazat:

Q, ={reQ|0<r<1}
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A Q; elemeit a kovetkez6 modon rendezziik sorozatba: elsé helyre az egyetlen, 2 nevezgji tortet, az —-et irjuk, azutan

sorra vessziik nagysag szerint a 3 nevezGjleket, majd a 4,5,...,n... nevez6jd tortek kovetkeznek egymaés kozt nagysag
szerint rendezve. Mivel barmely n-hez az n nevezdji tortek koziil csak véges sok van 0 és 1 kézott, igy sorozatot kapunk,
amely Q; minden elemét legalabb egyszer tartalmazza:

Ezutan a Q, = {r € Q | » > 1} halmaz egy sorozatba rendezését ugy kaphatjuk meg, hogy az el6z8 sorozatban minden
elem reciprokat vessziik:



A két sorozat ,fésiis” egyesitésével és az 1-nek a sorozat els6 tagjaként valo beiktatasaval a pozitiv raciondlis szamok
Q" halmazéanak egy sorozatba rendezését kapjuk:
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Vilagos, hogy ha most az el6z6 sorozatban minden elemnek a —1-szeresét vessziik, akkor a negativ racionalis szamok
Q™ halmazanak egy sorozatba rendezését kapjuk. Végiil a QT és Q~ halmazok elemeit tartalmazé sorozatok fésts”
egyesitését képezve és a 0-t a sorozat elsé elemének véve a Q halmaz egy sorozatba rendezését kapjuk.

A racionalis szamok szemléletes képével ez a sorozatba rendezés kevés k6zos vonast mutat, hiszen jol ismert, hogy
barmely két racionalis szam kozott van racionélis szam (példaul a két szam szamtani kozepe), tehat nagysag szerint
nem rendezhet6k sorozatba a racionéalis szadmok.

Felmeriilhet itt ez a kérdés: van-e egyaltalan olyan végtelen halmaz, amelynek elemei nem rendezhetk sorozatba?

Cantor valasza: igen, a valés szamok halmaza nem rendezhetd sorozatba.

Miel6tt ennek bizonyitésat latnank, emlékeztetiink a valés szamok legfontosabb alaptulajdonsagaira. Tudjuk, hogy
a valos szamok korében elvégezhets a négy alapmiivelet (a O-val vald osztas kivételével) és teljesiilnek a szokasos
miiveleti azonossagok. Ertelmezhetd a kisebb” fogalom (mésképpen a rendezés) és ennek a relacionak is a megszokott
tulajdonsagai érvényesek. Az eddig felsorolt tényeket roviden ugy foglalhatjuk Gssze, hogy a wvalds szdmok rendezett
(szam)testet alkotnak. Mindezek a racionalis szamokra is teljesiilnek. A valos szamok testét a raciondalis szamok testétol
megkiilonboztets, karakterisztikus tulajdonsag, hogy igaz rajuk a kdvetkezs, in. Cantor-tétel:

Ha adott egymaéasba skatulyazott zart intervallumoknak egy sorozata, azaz minden n € N-re egy-egy olyan [a,; by,]
zéart intervallum, hogy a,, < any1 €8 byi1 < by, méasképpen [an41;bnt1] C [an; by] minden n-re, akkor ezek kozos része
nem iires, azaz

ﬂ [an; bn] # 0.
n=1

Ez a tulajdonsag a racionalis szdmokra mar nem igaz.

Ezek utdn megmutatjuk, hogy a [0; 1] intervallumbeli valos szamok ,t6bben vannak”, mint a termeészetes szamok.
Ez pontosan a kovetkez6t jelenti: a [0; 1] intervallumnak van olyan részhalmaza, amely ekvivalens a termeészetes szamok
halmazaval — példaul az elézSkben szereplé Q halmaz, de a [0;1] intervallum nem ekvivalens a természetes szamok
halmazaval, azaz a [0; 1] intervallumbeli valos szamok nem rendezhetk sorozatba.

Ezt az utobbi allitast kell még bizonyitanunk. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas. Ez azt jelenti, hogy a [0;1]
intervallumhoz tartozoé valés szamok sorozatba rendezhetdk, azaz megadhaté egy olyan

L1,X2,L3yeeeyLpy...
sorozat, amelyben minden a € [0; 1] valos szam legalabb egyszer szerepel. Ebbdl a feltevésbol ellentmondasra jutunk.
Jelolje (az egységesség kedvéert) a [0; 1] intervallumot [ao; bo]. Az [a1;b1] intervallumot a kévetkezSképpen definial-
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juk: ha az el6z6 sorozatban x1 > —, akkor [a;;b1] legyen a [0, §] intervallum, ha z; < 3 akkor [a1;b1] legyen a [g; 1]
intervallum, tehat 1 ¢ [a1;b1]. Ezutan az [aq;b1] intervallumot harmadoljuk:

aj b1

és vagy az elsG vagy az utolsé harmadat valasztjuk [aq; ba]-nek ugy, hogy az xa ¢ [as; ba] feltétel teljesiiljon.

A megfelel§ eljarast minden n € N-re elvégezziik arra tigyelve, hogy az [a,; b,] intervallum benne legyen az el6z6ben
és xp, ¢ [an; by teljesiiljon.

A Cantor-tétel szerint

() [an; bn] # 0,
n=0

tehat van olyan « valds széam, amelyik eleme a kozos résznek, tehat a [0; 1] intervallumnak is, de o # x,, ha n € N,
azaz « kimaradt a felsorolasbol. Igy ellentmondaésra jutottunk, tehat az allitas igaz.

Eredményiinkbél nyilvanvalo, hogy az Osszes valés szamok R halmaza sem rendezhets sorozatba. Megmutatjuk
még, hogy a [0; 1] intervallum ekvivalens az R halmazzal, tehat a két halmaz szamossaga egyenls. Ezt a szamossagot
Cantor kontinuum szamossagnak nevezte és a got c-vel jelolte: C.

El6szor azt 1lassuk be, hogy a [0; 1] intervallum ekvivalens a [0, 1] intervallummal. A kdvetkezé modon feleltetjiik meg

1
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egymasnak a két halmaz elemeit. Valasszuk ki az 1, -

SUFURRREInELE részhalmazat a [0; 1]-nek, ezeket sorra feleltessiik
n
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meg a [0; 1]-beli S LR elemeknek. A kimaradokat pedig 6nmaguknak. Ezt a megfeleltetést igy irjuk le pontosan:
n
f:[0;1] — [051].
1 1
?, ha Xr = E’
_Jn
f() :
x, ha = # —.
n

A megfeleltetést igy szemléltethetjiik:

1 i 1

1
n+1

Ezek alapjan nyilvanvalo, hogy a ]0; 1] nyilt intervallum is ekvivalens a [0; 1] intervallummal, tehat a [0;1] zart
intervallummal is.
Annak igazolasara, hogy a ]0; 1] intervallum ekvivalens az Osszes valos szamok R halmazéval, elég meggondolni,

hogy példaul az f(z) = — + x €]0; 1] fiiggvény kolesonosen egyértelmien leképezi a |0;.1[ nyilt intervallumot
x

z—1
az R halmazra.

Azt kaptuk tehat, hogy az R halmaz szamossaga is C. Igazolhato, hogy a természetes szamok Osszes részhalmazanak
szamossaga is C. Ha A egy n elemi véges halmaz, akkor tudjuk, hogy A Osszes részhalmazainak szama 2" . Ennek

A végtelen szamossagok bizonyos értelemben a természetes szamok altalanositasanak tekintheték. Barmely véges n
termeészetes szam egy n elemi halmaz szamossaga, igy n < R,. Megmutattuk, hogy R, < C=2%. Mar Cantor szamara
természetes volt a kérdés: van-e olyan végtelen szdmossag, amely X, és oMo k6z6tt van?

Mint ahogy minden természetes szamnak van réakovetkezGje (pl. 4-¢ 5, 100-¢ 101), a végtelen szamossagokrol is
megmutathatd, hogy mindegyiknek van rékovetkezGje (ez természetesen nem 1-gyel nagyobb néla), az R, szamossag
rakovetkezsjet Cantor igy jelolte: Ni. Tudjuk, hogy R; < 2%¢ és Cantor kérdése igy is megfogalmazhato: ebben az
egyenlGtlenségben a < jel vagy az = jel érvényes?

Cantor fogalmazta meg azt a sejtést, hogy a kérdésre a valasz: itt az egyenl@ségjel érvényes, tehat az N, utan
kovetkezs szamossag 2%°. Ezt hivjak kontinuumsejtésnek. Maga Cantor is, és a mult szazad vége 6ta igen sokan
probalkoztak meg a kontinuumsejtés bizonyitasaval. Hiszen elég nyilvanvalonak tiinik az, hogy a sejtés vagy igaz, vagy
hamis. Szemléletesen gy képzelhetjiik, hogy kiindulunk példaul a raciondlis szamok R, szdmossigt halmazabdl és
fokozatosan elkezdjiik bviteni mindaddig, amig el nem érjiik a valos szamok 2% szamossagt halmazat. Ekozben egy
id6 utan az R, szamossagt halmazokbol &t kell 1épjiink nagyobb szamossagira. Ez vagy 2% vagy olyan szamossag,
ami N, és 2% kdzott van.

A szazadfordulo tajara a kontinuumsejtés a matematika egyik kozismert, nevezetes problémajava valt. David Hilbert
(1862-1943) német matematikus az 1900-as, Parizsban rendezett nemzetkozi matematikai kongresszuson egy igen nagy
hatasu eladast tartott ,Matematikai problémak” cimmel. Ebben 23 nyitott problémat sorolt fel az akkori matematika
legkiilonboz6bb teriileteirdl, olyan problémékat, amelyeket a XX. szédzadi matematikanak kell majd megoldani. A 23
probléma koziil az els6 volt a Cantor-féle kontinuumsejtés vagy kontinuumhipotézis. Hilbert igen meggy6zGen érvelt
a matematikai problémak megoldhatésaga, a matematikus munkajanak érdekes, izgalmas volta mellett: ,egy allando
belsé felhivast hallunk: ime a probléma, keresd a megoldast. A megoldést tiszta gondolkodéassal megtalalhatod, hiszen
a matematikiban nincs megismerhetetlen!”

Térjiink vissza ismét a végtelen szamossagokhoz. Eddig két kiilonboz6 szamossaggal foglalkoztunk, az R, és a 2%
szamossagokkal. Onként adodik a kérdés, vannak-e tovabbi végtelen szdmossagok. A kérdésre mar maga Cantor felelt
azzal, hogy igazolta a kovetkezd tételt:

Cantor tétel: tetszoleges (végtelen) halmaz szamossaga kisebb, mint Gsszes részhalmazainak szamossaga.

Cantor tételébdl kovetkezik, hogy a természetes szdmok részhalmazaibol all6 halmaz Osszes részhalmazainak hal-
maza 2%°-nal is nagyobb szamossagi. Az igy kapott halmaznak ujra képezhetjiik a részhalmazai halmazat, ez ismét
nagyobb szdmossagi, mint a halmaz, és igy tovabb. Ezen az tton végtelen sok kiilénb6z6 végtelen szamossagot kapunk.

Lassuk a Cantor tétel bizonyitasat, amelyet Gjra az ,atlos modszer” alkalmazasaval végezhetiink el.

Legyen az adott halmaz A, és A Osszes részhalmazainak halmaza B. Megmutatjuk, hogy A ekvivalens B egy
részhalmazaval. Vegyiik ugyanis minden a € A-hoz az egyediil a-t tartalmazo {a} egyelemi halmazt. A By = {{a} |
a € A} halmaz nyilvan része B-nek és ekvivalens A-val, hiszen ha minden A-beli elemhez azt a By-beli elemet rendeljiik,
amelynek egyetlen eleme a, akkor ez a megfeleltetés kolcsonosen egyértelmd lesz A és By kozott.

Megmutatjuk, hogy A nem ekvivalens B-vel. Tegyiik fel, hogy nem igaz az &llitds, A ekvivalens B-vel, és ezt
a megfeleltetést egy [ fiiggvény valositja meg. Ha a € A, akkor f(a) € B, azaz f(a) C A. Gyitjtsiik Gssze egy
részhalmazba A-nak azokat az elemeit, amelyek nem elemei a hozzajuk rendelt halmaznak:



C={acAlag fa)}

Nyilvan C C A, tehat C € B, de akkor van olyan ¢ € A, amelyre f(c) = C a feltevés szerint. Ha most ¢ € C =
f(e), akkor C' definicidja szerint ¢ ¢ C. Ha pedig ¢ ¢ C = f(c), akkor C definicidja szerint megint ¢ € C' adodik.
Ellentmondasra jutottunk, tehat A nem ekvivalens B-vel.

Az dltalanositott kontinuum probléma azt kérdezi, hogy tetszoleges a végtelen szamossagra a és a nala nagyobb 2¢
kozott van-e mas szamossag. Az altalanositott kontinuumsejtés — amit szintén Cantor fogalmazott meg — azt mondja
ki, hogy nincs, tehat barmely a végtelen szamossag és 2% k6zott nincs mas szamossag.

Id6kozben a halmazelmélet lendiiletesen fejl6dé és igen gyiimolesozonek bizonyuld tudoményaban logikai ellent-
mondéasokat, antinomidkat talaltak. Ezeknek f6 oka a halmazfogalom teljesen szabad, korlatozas nélkiili alkalmazasa
volt. Maga Cantor igy fogalmazott: halmaz ,szemléletiink, vagy gondolkodasunk bizonyos, jol megkiilonboztetett ob-
jektumainak egy egésszé vald 6sszefoglalasa.” Kideriilt, hogy a halmazelmeélet eredményei csak gy menthet6k meg, ha
revidealjuk ezt a Cantor-féle szemléletes halmazfogalmat és szabatosan fogalmazott axidémakkal szigorian koriilhata-
roljuk, mely halmazok létezését fogadjuk el. Az 1930-as évek elejére kialakult a halmazelmélet ma is legaltalanosabban
elfogadott axidbmarendszere, a Zermelo-Fraenkel-féle axiémarendszer.

Az axiomatikus halmazelméletben azutan mar igy meriilt fel a kérdés: Bizonyithaté-e vagy cafolhatoé az axidmakbol
a kontinuumsejtés. 1938-ban Kurt Godel (1906-1978) osztrak, majd amerikai matematikusnak sikeriilt el6szor egy
fontos részeredményt elérnie. Megmutatta, hogy ha a halmazelmélet szokasos axiémarendszere ellentmondéstalan,
akkor ellentmondéstalan marad akkor is, ha hozzavessziik Gjabb axiémaként a kontinuumsejtést. Bebizonyitotta tehat,
hogy a szokisos axiomarendszerben a kontinuumhipotézis nem céafolhaté. Nyitva maradt még az a kérdés: vajon
bizonyithaté-e?

Végiil 1963-ban Paul J. Cohen amerikai matematikusnak sikeriilt megmutatni, hogy a kontinuumsejtés nem is
bizonyithaté a szokasos axiémarendszerben. Gédel és Cohen eredményét egyiittvéve gy fogalmazhatjuk meg, hogy a
kontinuum-probléma fiiggetlen a halmazelmélet szokisos axiémarendszerétsl.

A jelenlegi helyzetet a geometridban a mult szazad végén kialakult helyzethez lehet hasonlitani. Euklidesz 5. posz-
tulatuma, a parhuzamossagi axiéma (ami azt mondja ki, hogy a sikban egy egyenessel egy, az egyenesre nem illeszkedd
ponton &t csak egy parhuzamos huzhato) évszazadokon keresztiil ellenallt a bizonyitasi, ill. cafolasi kisérleteknek. Vé-
gilil — a geometria axidmarendszerének szabatos megfogalmazasa utdn — kideriilt, hogy ez az axiéma fiiggetlen a tobbi
axiomatol, sem maga, sem a tagadésa nem bizonyithaté a tobbi axiémabdél. Ha a parhuzamossdgi axidomat vessziik
hozz4 a tobbihez — akkor az euklideszi geometriat kapjuk, ha a tagadasat, akkor jutunk el a nemeuklideszi geometri-
dhoz. Ennek mintajara azt mondhatjuk, hogy ha a szokisos halmazelméleti axiémakhoz a kontinuumsejtést csatoljuk
ijabb axiomakeént, akkor jutunk a ,cantori” halmazelmélethez, ha a tagadasat, akkor a ,nemcantori” halmazelméletet
kapjuk.

Godel, illetve Cohen bizonyitasa igen mély logikai eszk6zoket hasznal, nincs méd arra, hogy részletesen ismertessiik.
Mindkett§ a modell médszert hasznélja, a halmazelméleten beliil megkonstrudl olyan objektumokat, amelyek kielégitik
az axiomakat, igy halmazoknak” tekinthetSk. Godel az altala definialt objektumokat ,konstruilhatoé halmazoknak”
nevezte. Kideriilt, hogy az igy megadhaté halmazok elég kevesen vannak ahhoz, hogy az Ry = oo egyenldség teljesiiljon.

Cohen bizonyitasa joval nehezebb. Neki sikeriilt ,kikényszeritenie”, idegen szoval ,forszolnia” sok halmaz létezését
gy, hogy R < 2% teljesiiljon.

A halmazelmélettel foglalkoz6 matematikusok korében ma van olyan nézet is, hogy a valds szdmok halmaza annyira
ykézzelfoghatd” — legaldbbis a matematikaval foglalkozok szaméara — , hogy minden ra vonatkozo kérdést — egy jo
axiomarendszerben — el kell tudni donteni. A halmazelmélet mai axiémarendszerei még &t fognak alakulni, talalnak
majd olyan ,természetes” axiémakat, amelyekben a kontinuumprobléma eldonthetd.



