A feladatok aldbbi megoldasait az olimpidn részt ett versenyzdk és Pataki Janos készitették.

1. Egy adott kér AB, CD hurjai a kor belsejében lévd E pontban metszik eqgymdst. Legyen M az EB szakasz eqy
belsd pontja. A D, E, M pontokon dtmend korhéz FE-ben hizott érintd messe a BC, ill. AC egyeneseket rendre az F,
AM EG
ill. a G pontban. Ha A5~ t, fejezziik ki az BF hdnyadost t segitségével.

Megoldas. Azt a pontot, ahol M D masodszor metszi a kort, jeloljiik X -szel. Tovabba legyen ADC<t = v, CDX < =
a, XDB< = . Mivel szintén az AC ivhez tartozik, ABC< = ~. Az FG egyenes a DEM haromszog koriilirt korének
E-beli érintdje, e kis korben az F'EM sz6g az EM hurhoz tartozoé érinté szaru keriileti szog, igy FEM < = EDM< = a.
Ennek cstcsszogére: GEA< = «. Ezentul csak az ABCD koriilirt korére fogunk hivatkozni ,koér” néven. E kor sugarat

1
g—nek valasztva, és tetszbleges L1, Lo, L3 kori pontharmasra az altalanos szinusztételt felirva:

(*) L1L3 = (sin L1L2L3<) -2R = sin L1L2L3<I.

Az AEG héromszogben a szinusztételt felirva:

(58) EG B AE
sinGAE<  sin AGE<

Itt két észrevételt tesziink: mivel GAE< + EAC< = 180°, ezért sin GAE< = sin EAC'<. Masrészt CB feletti szogek
keriileti szogek lévén o+ f = CDB< = CAB< és CAB< az AEG haromszog kiilsé szoge, igy a + § = CAB< =
AGE< + AEG<, tehat AEG< = « szerint AGE< = = XDB«.

A (%) és (xx) allitasokbol:

(1) EG/CB = AE/XB.
Vegyiik észre, hogy az EF B haromszogben az E cstcsnal levs szog «, a B-nél levs v, ezért az F' csticsnal levs szog
EF EB
180° — o — 7, sin EFB< = sin(a + v) = AX. Az EF B haromszogben a szinusztétellel: —— = — , igy (%)
siny  sin(a+7)
szerint:
(2) EF/AC = EB/AX.

(1)-et (2)-vel elosztva:

@) EG AE-CB-AX
EF ~ EB-AC-XB’

Lemma: Egy ACBD konvex hurnégy szog AB és C'D atloéinak metszéspontja E. Ekkor:
CB-AE-BD = AC-EB-AD.

Bizonyitds: Az ADE haromszogben a szinusztételbdl:
AE/sin ADE< = AD/sin AED<,
azaz (*) szerint

(L) AE/AC = AD/sin AED<.



Az EBC haromszogben hasonloan

EB/sin BOCE< = CB/sin CEB< = CB/ sin AED<,
(Lo) EB/BD = CB/sin AED<.
Az (Ly) egyenletet az (L) egyenlettel elosztva és rendezve a bizonyitando allitast kapjuk.
Lemmaéankat az ACBD és AX BD négyszogekre alkalmazva:
CB-AE-BD = AC-EB- AD,
XB-AM -BD =AX -MB - AD.
A miésodik egyenletet az elsével elosztva:
AM  AE-CB-AX
MB XB-EB-AC’

amelyet (3)-mal Osszevetve:

EG AM AM ot

EF  MB AB—-AM 1-t

Megjegyzés. A feladat elolvasédsa és az abra felrajzolasa utan mindjart az a benyomasom tamadt, hogy itt olyan

sok szép egyenls szOog van, hogy elképzelhetetlen, hogy a megoldast ne lehetne valahogyan ,kiszenvedni”. Sajnos,
elegans megoldast nem talalvan, tényleg ezt kellett tennem. Igy versenydolgozatomban a szinusztételt 8 haromszogre
alkalmaztam, majd ezek ,cseles” Gsszeszorzaséaval rengeteg tag kiesett és a bizonyitando allitast kaptam. Az itt k6zolt
megoldasbeli lemmat Pataki Janos javaslatara haszndlom fel, ez a megoldast joval attekinthetSbbé teszi (azért a
hattérben ugyanazok a szinusztételek vannak).

Kondacs Attila

2. Legyen n > 3, és tekintsink eqy E halmazt, amely egy kér keriletén lévd 2n — 1 darab kilonbozd pontbol dll.
Tegyiik fel, hogy ezen pontok kézil pontosan k darabot feketére szineziink. Egy ilyen szinezést ,jo”-nak nevezink, ha
talalhato két olyan fekete pont, hogy az dltaluk meghatdrozott két koriv belseje pontosan n darab E-beli pontot tartalmaz.
Hatdrozzuk meg a legkisebb olyan k értéket, amelyre igaz, hogy E bdarmely k pontjdt szinezziik is feketére, a szinezés

NS

”]O :

Megoldas. Kétségkiviil ez a feladat volt az els§ versenynap legkOnnyebb feladata, f6leg azok szdmara, akik nem
szeretik a geometriat. Ugyanis a megoldés folyaman csupa ,természetes” otletet kell csak felhasznalni, tulajdonképpen
jozan ész elegendd hozzé.

Legyenek a pontok nevei rendre Ay, Ag, ..., As,—1. (Ha valamilyen A;-t emlitiink, amelyre i > 2n, vagy i < 0,
akkor az ¢ modulo (2n — 1) értendd.)

Konnyen kialakulhat az a sejtésiink, hogy n-t6l fiiggéen n — 1 vagy n a megfelels k.

Prébéljunk ,rossz” szinezést talalni. Vizsgaljuk a kovetkezs sorozatot

(%) Ap—2; Agn—2); Az(n—2); - - -3 Ai(n—2),

amelyre teljesiiljon, hogy A(ij1)(n—2) mar eldfordul a sorozatban. Ez az A(;y1)(n—2) pont csak az A, o lehet, hisz
minden ponttél két pont van n — 2 tavolsagnyira, s a tobbi pontnal ezek a szomszédok. Igy

(i+1)(n—2)=n—-2 (mod (2n—1)),
vagyis
i+1)(n—2)=n—-24+a(2n-1),
(ahol a megfelels egész szam), igy
(1) i(n—2)=a(2n—1).

Ha ¢ = 2n—1, akkor a sorozatunk az 0sszes pontot tartalmazza. Koziiliik n darabot kivalasztva lesz koztiik szomszédos

(An—2 és Aj(n_2) szomszédosnak tekintendd), hiszen kiilonben A, o) kivalasztdsa esetén A ;1 1)(,—2) nem valaszthatod

ki, s az egyértelmi hozzarendelés miatt n pontot kivdlasztva n pontot zarunk ki, ami 6sszesen mar tobb, mint 2n — 1.
Nyilvan n — 1 pont kivalaszthato, ilyen pl. az Ag(,_2y; Ayn—2); - -; A@@n—2)(n—2)- Tehét ha i = 2n — 1, akkor k = n.

Nézziik meg azt, hogy milyen n-re lehetséges i # 2n — 1. Ekkor n — 2-nek és 2n — 1-nek van 1-nél nagyobb kozos

2n —1

osztdja, ami csak a (2n — 1) — 2+ (n — 2) = 3 lehet, éspedig abban az esetben, ha n = 3e + 2 alaku. Vagyis i =

lehetséges még. Ekkor a (x) sorozatban éppen a 3-mal oszthat6 sorszamua pontok talalhatéak. A sorszamokhoz 1-et,
ill. 2-t adva kaphatjuk az alabbi sorozatokat:

(%) Al(n72)+1; A2(n72)+1; S A%(n_2)+17

(k) A(n—2)4+2; Ao(n—2)42} -3 A2zn1 9y 1o



2n—1

A harom sorozat tartalmazza az Gsszes pontot. Az el6z6ekhez hasonldéan igazolhato, hogy ha egy sorozat

n—2

elemet tartalmaz, akkor legfeljebb elem szinezhet6 ki ugy, hogy a szinezés rossz legyen. Ez mindharom esetben

megtehetd, igy adodik, hogy n — 2 pontot még ki lehet szinezni rosszul, n — 1-et azonban méar nem.
Tehat: ha n = 3e + 2 alaki, akkor £ =n — 1, kiilénben k£ = n.
Balog Jo6zsef

2" +1
3. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan n > 1 egész szdmot, amelyre ——— 1is egész szdm.
n
Megoldas. n = 3 nyilvan megoldas, hiszen 2% 4+ 1 = 9 oszthat6 3% = 9-cel. Megmutatjuk, hogy més megoldas nem
létezik.
Irjuk ehhez az n-et 3% - d alakba (k > 0, 3 és d relativ primek). Ekkor

k—1
(1) 0" +1=2" 4 1= (27 4+1) [](2*%¢ - 2% +1).
=0

Mivel minden paratlan ¢ egészre 2% — 2¢ 4+ 1 oszthaté 3-mal, de nem oszthaté 9-cel, ezért (1) jobb oldalan a k-tényezds
szorzat 3-nak pontosan a k-adik hatvanyaval oszthato.

Ha most a fenti alakt szam megoldas, azaz n* = (?)kd)2 osztoja 2" + 1-nek, akkor a ,hidnyz6” 3-as tényezSket az
(1)-beli szorzat els6 tényezGjének kell tartalmaznia:

3k12d 41,

ami csak a k = 0, vagy 1 esetekben lehetséges, hiszen (d,3) = 1 miatt 91 2% + 1.

Megmutatjuk, hogy d értéke csak 1 lehet. Tegyiik fel, hogy d > 1 és legyen a d legkisebb primosztdja p, ami legalabb
5, masfelsl (p — 1,d) = 1.

A feltétel miatt

(2) p|2" + 1,

a kis Fermat-tételbdl pedig
pl2P~t -1

kovetkezik. Igy a
22" = 1(mod p)

és

2P~! = 1(mod p)
kongruenciakbol
(3) 2™ = 1(mod p)

kovetkezik, ahol m = (2n,p — 1).

Mivel 2n|2 - 3d és (p — 1,d) = 1, ezért sziikségképpen m|6, azaz (3) szerint a p primszam az 1, 3, 7, 63 szamok
valamelyikének 3-néal nagyobb primtényezGje, ami csak tgy lehetséges, ha p = 7. Ez viszont lehetetlen, ugyanis (2)
alapjan ekkor 7|2" + 1, ami egyetlen pozitiv egész n kitev6vel sem teljesiil. A d tehat valoban nem lehet 1-nél nagyobb.

A feladat feltétele igy csak azokra az n = 3%d szamokra teljesiilhet, amelyekre k < 1 és d = 1. Ha k = 0, akkor
n =1, ha pedig k = 1, akkor n = 3.

Pataki Janos

4. Jelolje Q" a pozitiv raciondlis szamok halmazat. Adjunk példdt olyan F : QT — QT fiigguényre, amelyre

teljesiil minden x, y € QT esetén.

Megoldas. Definidljuk az f fiiggvényt a kovetkezéképpen: Vegyiik tetszéleges 2 € QT szamnak a primfelbontésat,
ahol a primeket a szokdsosan értelmezziik, de nem csak nemnegativ, hanem egész hatvanyon fordulhatnak elé a
primfelbontasban. Vegyiik sorra a primeket (minden z esetében ugyanolyan sorrendben): p1, p2, ps, .... Ekkor f(z)
legyen az a szam, amelyet = primfelbontasabol kapunk ugy, hogy ps, helyébe ps,_1-et, pa,—1 helyébe pQ_nl—et irunk.
Mivel mind a primfelbontas, mind a behelyettesitési miivelet egyértelmii, ezért f(x) is. (Persze csak adott primfelsorolas
mellett) Bebizonyitjuk, hogy f teljesiti a kivant feltételeket:

L. f(z) € Q" nyilvanvalo.



II. Mivel f multiplikativ, és a kritérium nem érzékeny a multiplikativitésra, ezért eleg f(f(y)) = y~'-et igazolni, és
ezt is csak primekre. Az f definici6ja szerint

Y = pan, esetén F(f(w) = f2n-1) = pap =y,

Y = pan—1 esetén Ff W) = foam) =pom1 =y "
f(z)

Ezzel belattuk az f(z - f(y)) = — kritérium teljesiilését is, azaz az igy kapott f fiiggvény példa ilyen fiiggvényre.
Y

Megjegyzés. Hammel-bézissal R -ra is dltalanosithato a feladat, illetve minden ilyen f fiiggvény jellemezhet6vé va-
lik. (A versenyen beadott, Rt -ra is dltalanositott megolddsom is ezzel dolgozik, mig az itt leirt megolddsom alapdtletét
a versenyen csak megjegyzésben kozoltem.)

Lakos Gyula

5. Egy ng > 1 egész szambdl kiindulva két jatékos, A és B felvdltva neveznek meg ny, ne, n3, ... egész szamokat,
az aldbbi szabdlyokat betartva.
Ha no mdr meg van nevezve, A tetszése szerint vdlaszt eqy nog11 egész szdmot, amire

2
Nog < Nogr1 < Ny

teljestl. Ha mdr nok+1 meg van nevezve, B tetszése szerint vdlaszt eqy nopyo egész szdmot, amire

N2k+1
N2k4-2

legaldbb 1 kitevdjd primhatvdny. Az A jatékos nyer, ha 1990-et nevezi meg, B jatékos nyer, ha 1-et nevezi meg.
Mely ng értékekre teljesiil:
a) A-nak van nyerd stratégidja,
b) B-nek van nyerd stratégidja,
¢) egyik jatékos sem tudja kikényszeriteni a gydzelmet?

Megoldas. Rogton észrevehetjiik, hogy B-nek mindig csdkkentenie kell az utoljara elhangzott szamot, A-nak pedig
novelnie (legalabbis nem csokkentenie). Az is latszik, hogy B csak akkor nyerhet, ha A el6tte primhatvanyt mondott.
Mivel A mindig egy [nog,n3;] tipusi intervallumbél valaszthat szamot, ezért — ugy érezziik — B-nek elég keveés
esetben van esélye a nyerésre, feltéve persze, hogy A valamilyen ésszerd stratégiaval jatszik.

Célszert tehat elszor az a) kérdéssel foglalkoznunk. Ha ny < 1990 < n?), akkor A trivialisan nyer az ny = 1990
szammal, ezért 45 < ng < 1990 esetén A-nak van nyerési stratégiaja.

Az 1990 < ng esetben A nem alkalmazhatja ezt a modszert, de ha tud olyan ny szamot mondani, amelyre B
csak 45 < ng < 1990 szammal valaszolhat, akkor ismét A nyer, hiszen ekkor ng szerepét ny veszi at. Legyen példaul
ny = 47- 53 = 2491 — A valaszthatja ezt a szamot 1990 < ng < 2491 esetén —, ezzel ny = 47 vagy 53.

Ezzel belattuk, hogy 45 < ng < 2491 esetén A tud nyerni, hasonléan fogjuk igazolni k szerinti teljes indukcidval,
hogy 45 < ng < 2871.2491 esetén (k pozitiv egész) is A-nak van nyerési stratégiaja.

k = 1-re méar belattuk az allitast, tegyiik fel ezért, hogy valamilyen k > 1-re igaz az allitas, azt kell megmutatnunk,
hogy

28712491 < ng < 2% - 2491

esetén A-nak van nyerési stratégiaja.
Valassza ehhez A az ny = 28 . 2491 = 2% . 47 . 53 szamot, nyilvan ng < n; < n3. Ezek utan B csak egy ng =

ny/p® = (28 - 47 - 53) /p® alaku egészet valaszthat, ahol p® primhatvany. Erre 47 < ny < M gk-1, 2491, ami azt

jelenti induktiv feltevésiink szerint, hogy A-nak van nyerési stratégiaja, az allitas (k + 1)-re is fennall.

Eddigi eredményeinket 6sszefoglalva kapjuk, hogy a 45 < ng esetben A-nak van nyerési stratégiaja.

Probaljuk meg a fennmaradé ng < 45 eseteket is erre az esetre visszavezetni. A-nak olyan ny szamot kell mondania,
amelyre B csak egy 45 < ny szamot véalaszthat. Tekintsiik ehhez az n; = 32 -5 11 = 495 szamot — A valaszthatja ezt
a 23 < ng < 44 esetben, mert ekkor ng < ny < n -, ezzel ng-re

no > min(3%-5,3%-11,5-11) = 32 .5 = 45,

vagyis az el6z6ek alapjan A-nak van nyerési stratégidja.

Hatra van az ng < 22 eset vizsgélata; A-nak most mar elegendd olyan ny szdmot mondania, amelyre ny > 23.
Legyen ehhez n; =2-3-5-7 = 210, ezzel ny > 2-3-5 = 30. Mivel a 15 < ng < 22 esetben ng < ny < ng is teljestil,
ezért ilyenkor is A-nak van nyerési stratégiaja.

Tovabb ,lépegetiink” lefelé — mindig ugyanazzal a redukilé szandékkal: 11 < ng < 14 esetén A szama legyen
np =3-5-7=105; nyilvan ng < n; < ng, és ng > 3-5 =15, vagyis innen A nyerni tud — az eddig bizonyitottak miatt.



Végiil legyen n; = 22-3-5 = 60 ha 8 < ng < 10; ekkor ng < ny < n? és ng > min(2%-3, 225, 3.5) =2%.3 =12,
ami azt jelenti, hogy ekkor is A-nak van nyerési stratégiaja.

Ezzel beldattuk, hogy 8 < ng esetén A-nak van nyerési stratégidja.

Ezzel a mddszerrel nem tudjuk tovabb csokkenteni ng olyan lehetséges értékeit, amelyekbdl kiindulva A el tudja
érni a gy6zelmet. Azt tapasztaljuk ugyanis, hogy ng < 8 esetén A nem tud olyan ny szdmot mondani, amelyre B
csak egy mo > 8-cal valaszolhatna. Ez a tény azt sejtet: veliink, hogy ng < 8 esetén B legalabb egy dontetlent ki tud
kényszeriteni. (Valojaban az el6bbi észrevétel igazolja is sejtésiinket, hiszen ha B nem nyer, akkor B még mindig ki
tud kényszeriteni egy végtelen

ng <8, np <64,ne <8 n3z <64,ny <8 ns <64, ...

szamsorozatot, ami azt jelenti, hogy A sem nyerhet, mert nem nevezheti meg az 1990-et. A késGbbiekben azonban
ugyis pontosabban megvizsgaljuk a dontetlen lehetGségeit, ezért egyeldre a sejtés elegends szamunkra.)

Foglalkozzunk most a b) kérdéssel.

Ha ng = 2, akkor ng < n; < n2 miatt A csak primhatvanyt valaszthat (n; = 2,3,4), vagyis B mondhatja az ng = 1
szamot, amivel megnyeri a jatékot.

Ha ng = 3, akkor n; =3, 4, 5,6, 7, 8, 9. Ha n; primhatvany, akkor no = 1-gyel B nyer, egyébként ny =6 =2 - 3.
Ekkor B valaszthatja az me = 2 szamot, és ekkor — mint az el6bb igazoltuk — B-nek van nyerési stratégiaja. (no
szerepét no veszi at).

Ha no = 4, akkor B az el6bbiekhez hasonléan el tudja érni a gySzelmet, amennyiben n; primhatvany, vagy n; < 32.
Kiilonben pedig n; = 10, 12, 14, 15; és ezeket az eseteket rendre visszavezethetjiik az elézéekre az ny = 2, 3, 2, 3
valasztassal, ugyanis no < 3 esetén B-nek van nyerési stratégiaja.

Végiil ng = 5 esetén ng < ny < n% miatt n, primhatvany, vagy n; < 42 (amire mar lattuk, hogy B-nek van nyerési
stratégiaja), vagy pedig n1 = 18, 20, 21, 22, 24, és ezeket az no = 2, 223, 2, 3 valasztassal rendre visszavezethetjiik a
mar megvizsgalt ng < 4 esetre (ng szerepét ny veszi at).

Osszességében tehat kimondhatjuk, hogy 2 < ng < 5 esetén B-nek van nyerési stratégidja.

Meg kell még vizsgalnunk az ng = 6, 7 esetet. Mivel a B-nek gy6zelmet jelent§ ng kezd&értékek lehetséges értékeit
nem tudjuk a szokdsos modszerinkkel tovabb novelni, ezért igen wvaloszininek ldtszik, hogy ng = 6,7 esetén egyik
jatékos sem tudja kikényszeriteni a gy6zelmet. Ehhez csak azt kell igazolnunk, hogy mind A, mind B tud dgy jatszani,
hogy a masik ne nyerhessen.

Legyen tehat ng = 6 vagy 7, és A valassza az n; = 30 = 2 - 3 - 5 szamot, amelyre nyilvan ng < n; < n3. B ezutan
csak ng =2 -5 = 10-et, vagy ne = 3 -5 = 15-6t, vagy ne = 2 - 3 = 6-ot valaszthat.

Az ny = 10,15 esetben — mint méar lattuk — A-nak van nyerési stratégidja, az no = 6 eset pedig A szempontjabol
ekvivalens az ng = 6 kezdéssel (tehat Gjra johet ng = 30, stb.) igy belattuk, hogy ha A iigyesen jatszik, akkor B nem
nyerhet.

Ugyanez all viszont B-re is. Ha ugyanis nyp = 6 vagy 7, akkor 6 < n; < 49, és ha végignézziik a 6, 7, ..., 49
szamokat, azt talaljuk, hogy B mindig tud olyan ns szdmot mondani, amelyre ne < 6. Ha ng < 5, akkor a fentiek
miatt nyerési stratégidja van B-nek (esetleg no = 1), ha pedig ns = 6, akkor ugyanolyan helyzetet kapunk, mint
amilyennel kezdtik a jatékot (amikor ng =6, 7).

Ezzel a feladatot megoldottuk, eredményeinket a kdvetkezSképpen foglalhatjuk Gssze:

a) A-nak van nyerési stratégiaja, ha 8 < ng,

b) B-nek van nyerési stratégiaja, ha 2 < ng <5, végiil

c) egyik jatékos sem tudja kikényszeriteni a gyGzelmet, ha ng = 6,7.

Harcos Gergely

6. DBizonyitsuk be, hogy létezik olyan konvex 1990-szdg, amelyik rendelkezik az aldbbe két tulajdonsdggal:
a) A sokszdg minden szoge egyenld.

b) Az oldalak hosszai az 12, 2%, 3%, ..., 19892, 1990% szdmok valamilyen sorrendben.

Jelolje € a 995-ik komplex egységgyokok koziil az els6t. Tekintsiik a kovetkezs 995 tagi Osszeget:

(1) S=0-e24199 199 1+ 398 . 3% 4 597. 597 4 796 - 7+
+1-€° 4200294 4399 . 403 1 598 . £502 4 797 . 8014
+2-61% 4201299 4400 - £1°8 4 599 . £°07 4 798 . 8064
+ ...
+198 - 990 1397 . 194 £ 596 - 393 4 795 . £592 4994 . 714

(Minden tag e-os szorzandoja a felette levGének e’-szerese. Felhasznaljuk, hogy %% = 1. Az egyiitthatok a 995-ik



199)

egységgyokoket megszorozzak a [0; 994] intervallum egészeivel. Az (1)-et a nem nulla (1 — e™7")-el szorozva:

(2) (1—-e'9)8=0-6"—0-£'9 +199-£199 — 199 .39 1398 . £398 —.394 . 5971
+597 - %97 — 597 . 796 1796 - 790 — 796 - 9% ... =
= —796-£° 419999 4199 . 3% 4199 . 597 4199 . ™6 | =
=199(% + et + 2+ 3+ 4% —995 (P 5 04 4 4 9).,

S1 Sa

Mivel S; = So = 0, ezért (1 —'99)S = 0, amibsl S = 0, innen 995(9975; + 25) = 0. Igy a 995-ik egységgyokok
megszamozhatoak a 995 - 997, 995 - 999, ..., 995 - 2985 szamokkal Ggy, hogy minden egységgyokot a ra irt szdmmal
megszorozva, majd az igy kapott vektorokat 6sszeadva nullvektort kapunk. A 995(995+ 2k) hosszusagu vektort egy vele
egyiranyu (995 + i)2, és egy vele ellentétes iranyt 72 hossziisagn vektorral helyettesitve az Gsszeg valtozatlan marad,
hiszen (995 + k) — k2 = 995(995 + 2k). Tehat az 1990-edik egységgyokoket megszamoztuk az 12, 22, 32, ..., 19902
szamokkal tigy, hogy mindegyiket a rairt szAmmal szorozva, majd ezeket 6sszeadva az 6sszeg a nullvektor lesz. Masrészt
azonban ezeket a stlyozott egységgyokoket névekvs argumentum szerint az ,orr-farok” modszerrel egymaés utan rakva
éppen egy, a feladatban kért 1990-szdget kapunk.

Csirik Janos



