1. Az ABC hdromszog teriilete t, koré irt korének sugara R, a belsd szégfelez6k a kort rendre az A', B', C' pontokban
metszik. Az A'B'C’ hdromszig terilete T. Bizonyitsuk be, hogy 16T° > 27R*. (A XXX. Nemzetkozi Didkolimpiara
javasolt feladat, Csehszlovakia.)
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Az abran lathato jeloléseket hasznalva belathato, hogy A'C'C <= AAC < = %, illetve B'C'C <« = B'BC <« =
mivel ugyanahhoz a hiirhoz tartozo keriileti szégekrél van sz6, és AA’, ill. BB’ szogfelezok.

fay A'C'B <= A'C'C <+ B'C'Ca= 28 Hasonls modon O'B/A' < = 27 e prarer = B27
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Ennek alapjin — felhasznalva a haromszog teriiletére vonatkozo ismert Osszefiiggést —
2

T = R?(sin(a—l—ﬁ)+sin(a+7)+sin(6+7)).

Az ABC haromszog teriiletét t = 2R? sin a sin 3 sin+y alakban felirva a bizonyitandé egyenlStlenség egy trigono-
metrikus egyenl6tlenséggé alakithato:

R? ’
16 7(sin(a + B) +sin(a+7) +sin(8+17))| > 27R*2R*sin a sin S sin 7.

Megfelels egyszertisitések, ill. atrendezés utan, és felhasznalva a sin (a+3) = sin v, sin (a+7) = sin 8 és sin (5+7) =

sin « Osszefiiggéseket, kapjuk a ) ' '
MaFIITIY 5 Yoin csin sy

egyenl6tlenséget. Errsl konnyen lathato, hogy igaz, mivel sin «, sin 8 és sin v pozitiv szamok (egy haromszog szogeinek
szinuszai), igy igaz rajuk a szamtani és mértani kozép kozotti Osszefligges.
A megoldasbol kovetkezik, hogy egyenléség akkor all fenn, ha sin o = sin § = sin v, azaz a haromszog szabalyos.

(Nagypdl Eva Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., IIL. o. t.)

6. Bizonyitsuk be, hogy ha a < b, akkor a® — 3a < b — 3b+4 (a,b valos). Teljesiilhet-¢ az egyenldség? (A XXX.
Nemzetkozi Didkolimpiara javasolt feladat, Svédorszag.)

I. megoldas. Bevezetve az f(z) = 2> — 3z jelolést, a bizonyitando allitas (mivel a < b): f(a) < f(b)+4. Vizsgaljuk
az f(z) fiiggvényt!

Ennek a fiiggvénynek a differencidlhanyadosa egy tetsz6leges x pontban, x,, — = (z,, # z):

f(x) = f(zn) _ 23 — 3z — 23 + 32,

T — X, T — X,

f(z)= — 3(2% - 1).

Ebbdl lathato, hogy a differencialhanyados a [—1, 1] intervallumon negativ, a [—oo, —1] és az [1, oo] intervallumon
pedig pozitiv. Azaz az f(z) fliggvény a [—1, 1] intervallumon monoton cstkkend, ezen kiviil monoton névekvs, lokalis
szélsGértékei a (—1)-ben, illetve az x = 1-ben vannak. Ezek alapjan 3 esetet kiilonboztetiink meg;:

I eset: a <b< —1.

Ekkor f(a) és f(b) is az f fuggvény [—oo, —1] monoton névekvs intervalluméaban van, igy f(a) < f(b), azaz
fla) < f(b) +4.

II. eset: 1 < a <b.

Hasonl6an mint az el6bb lathato, hogy f(a) < f(b) + 4.



III. eset: a < —1¢ésb>1.

Ekkor az egyes intervallumokbeli monotonitas alapjan f(a) < f(—1), illetve f(b) > f(1). Igy f(a) — f(b) <
f(=1) = f(1) = 4. Ebbdl f(a) < f(b) + 4.
A megoldasokbol kovetkezik, hogy egyenl6ség akkor all fenn, ha a = —1 és b= 1.
II. megoldas. Mivel a < b, ezért bevezethetjiikk a b = a + k jelolést, ahol k£ egy nem negativ valos szam. Ekkor az
allitas:
a® —3a < (a+k)®—3(a+k)+4.

Elvégezve a kdbreemelést, megfelels egyszeriisitések utan a kovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk:
0 < 3ka® + 3k%a + k* — 3k + 4.

Osszuk el 3k-val, és alakitsuk at az a-t tartalmazo tagokat teljes négyzetté:

EN? K3 —3k+4 K2
< - —_—
0_(@—1—2) + 3k 1

Ebbél, felhasznalva, hogy (k — 2)?(k +4) = k® — 12k + 16, a

E\®  (k—2)2(k+4)
0§(a+§> +T

egyenl6tlenséget kapjuk, amirél konnyen lathaté, hogy igaz, mivel a jobb oldalon a négyzetes tag mellett egy nemnegativ
tag all. (k nem negativ!)

2 k—2)2(k+4
Egyenl6ség akkor &llhat fenn, ha (a+ 5) = 0es %}i"‘)

b=a+k=1.

= 0, amib6l £ = 2, a = —

k
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(Nagypdl Eva, Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., IIL. o. t.)



