2. Jeloljiik aj-val azoknak a 9-es szamjegyet nem tartalmazo egészeknek a szamat, amelyek n-10% és (n+1)10% — 1
kozé esnek (ahol n 1 és 8 kozotti egész). Ezeknek a (k+1) jegy szamoknak az elss szamjegye n, a tobbi k db szamjegy
mindegyike 9-féle lehet (hiszen csak a 9-es nem fordulhat el6), igy ar = 9*.

Tekintsiik a 10™-nél kisebb, 9-es szamjegyet nem tartalmazoé pozitiv egészek reciprokainak S (1
alabbi csoportositasban:

0™F1) Gsszegét az

1 1 1 1 1 1 1
10mtYy =14+ 2 4+ ...+ = _ _ A
S(10 ) +2+ +8+<10+11+ +18>+(20+ +28)+

80 100 ' 101 188

1 1 1
Jr(oojL 288)+'+(800Jr +@>+

1 S +
om 10m+1 188...8
——
TN (N S S
2-10m © 28...8 8-10m 8 8...8
——
(m+1)—szer

Minden zaréjelben levé 0sszeg helyett a zardjelben levs legnagyobb Osszeadandénak a zardjelben levs Osszeadanddk
szaméval vald szorzatat irva:

1 1 1 1 1
S(10m™) <14 = 1
( ) < Tyt gta 10(+ + - +8)+

+a ! 1+1+ +1 +--ta ! 1—|—1+ +1 =
27100 8 ™ gm 2 8)

—1+3+ +1 1+9+92+ +£—
a 2 8 10 102 10m /)

9m+1
1—- -
1 1 10m—+1 1 1 1
= 1 — e — - _ 1 — e — . —
<—|—2—|— +8> 9 <<—|—2—|— +8> 1 9
10 10
= 1+1—|— —I—l 10 < 30
B 2 8 '

Belattuk, hogy minden pozitiv egész m-re S(10™ ") < 30, ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.
(Podoski Kdroly, Bp., Arpad Gimn. IV. o.)

4. Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor Ali Baba a PQRS téglalap alaku szényegét elhelyezi az abranak megfe-
lelGen az 55 x 38-as ABC'D szobéaban.

Abp 55-b D

Legyen PQ = a a téglalap rovidebb oldala; ekkor PS = ap > a, igy p > 1. AQP < = DPS < (mivel mercleges
szara szogek), ezért a QAP és PDS derékszogii haromszogek szogel megegyeznek, azaz a két haromszog hasonlo.
Ebbél kovetkezGen

38—c DS PS ~ 55-b PD PS

b AP pPQ P ® T TaQ P P




innen a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk: 38 — ¢ = pb; 55 — b = pc, amibdl

,_ 3855 o 55p—38
S opP-1 P -1

Alkalmazva a QAP derékszogl haromszogben Pitagorasz tételét
W a2 (395 2+ 55p — 38\
a S\ -1 -1

Abban az esetben, amikor Ali Baba a szényeget az 50 x 55-6s szobaban helyezi el, az el6z6vel teljesen analog modon
kapjuk, hogy

2 2
50p — 55 55p — 50

2 2 _ (2UP— 90 20p =50\ "
@) ¢ (p2—1>+(p2—1)

Az (1); (2) alapjan
38p — 55 2+ 55p —38\>  [50p—55 2+ 55p — 50\
p?—1 p-1) \p?-1 -1 )"
amibél rendezés utan: 2p* — 5p + 2 = 0; Az egyenlet gyokei
1/2
\ 2

Mivel p > 1, ezért p = 2; ezt visszahelyettesitve az (1)-es Osszefiiggésbe kapjuk, hogy a = 25; és ap = 50, vagyis a
szényeg 25 x 50-es méretd.

P12 =

(Podoski Kdroly, Bp., Arpad Gimn. IV. o. t.)
7. Hatarozzuk meg elGszor az ( fk(x)) fliggvénysorozatot! Ehhez a komplex szamokat hivjuk segitségiil. Mivel a
feladatban csak a | 0; g intervallumbeli z-ekrél van sz6 (n > 1 egész), ezért feltehetjik, hogy 0 < z < % A
tovdbbiakban k nemnegativ egészt jelol. Legyen S;(z) és So(z) az a két fiiggvény, amely kielégiti az
(1) S%(z) = 28(x)cos  — 1
egyenletet, tovabba tetszéleges ¢1 () és co(x) fliggvényekkel tekintsiik a

gr(x) = c1(x) - SF(x) + ca(z) - S(x) (k=0,1,2,...)

fiiggvénysorozatot. A masodfokd egyenlet megoldoképletét hasznélva

2 ++v4cos?z—4
Sy 2(z) = s T 2COS i =cos x £ V/cos? x — 1 = cos x £1i|sin z|.

Mivel a cos x £ i|sin z| szamok — valamilyen sorrendben — a cos = £ isin = szamokkal egyeznek meg, ezért feltehetjiik,
hogy
Si(x)=cosxz+isinxz és Sy(x)=cosx—isin x.
Igy
gr(x) = ¢1(z)(cos z + i sin 2)* + ¢(z)(cos 2 — i sin z)*,

amibd&l a Moivre-képlet segitségével
(2) gx(z) = c1(x)(cos kx + i sin kx) 4 co(z)(cos kx — i sin kx).

(1) alapjan Sy (x)-re és Sy(z)-re fennall az S*T1(z) = 25%(z) cos . — S*~1(x) egyenlGség, és ezért teljesiil a gry1(z) =
2gk(x) cos © — grp—1(x) Osszefiigges is. Ez utobbi azt jelenti, hogy ha a ¢1(x) és co(x) fliggvényeket tgy valasztjuk,
hogy go(z) = 0 és gi(z) = 1 — cos z legyen, akkor az (fi(z)) fiiggvénysorozatot éppen (gi(z)) adja meg. A go(z) =0
feltételbol

go(z) = er(z) - SY () + c2(2) - 83 = c1 () + ea(z) =0,

vagyis co(z) = —c1(x). Ezt (2)-be beirva

gk (z) = c1(x) - (cos kx + i sin kx) — ¢1(x) - (cos kx — i sin kz) =

= 2icy(z) - sin kz.



Innen a g1 (z) = 1 — cos z feltételbol

g1(x) = 2icy(x) -sin . =1 —cos 2, ahonnan

1—
2icq(z) = SR e (O <z < Z miatt sin z # O) .
sin 2
A kapott Osszefiiggéssel
1—
gk (z) = 2ici () - sin kx = - T in kx, azaz
sin x
1—coszx
3 = ——sin kx.
3) (o) = T2 in b

Ezek utan F(x) megallapitasa a feladatunk ( legalabbis a 0 < o < g szémokon).
Az (fi(z)) fiiggvénysorozat definicidja alapjan
fe—1(z) + fey1(2) = 2fi(x) cos w,
ahonnan
(fo(z) + fo(@)) + (fr(z) + f3(2)) + -+ + (fa-1(2) + fas1(2)) =
= 2f1(x) cos © + 2fa(x) cos T + - -+ + 2, () cos & = 2cos z(f1(z) + fa(z) -+ fn(2)),

tehat

fol@) + fi(@) + 2(fo(2) + f3(@) + - + fa1(2)) + ful@) + frpr(z) =

=2 cos z(f1(z) + fa(z) + -+ + fu(2)).

Ebbdl fo(z) =0, és F(z) = fi(z) + fa(z) + - - - + fn(z) felhasznalasaval

fi(@) +2(F(z) — fi(z) = fu(®@)) + fa(2) + fags1(x) = 2 cos - F(x),
amit F(z)-re rendezve

fl(x) + fn(x) — fn-‘rl(x)
2(1 — cos z)

F(z) = (O<x<gmiatt1—cosx7é0).

A kapott kifejezésbe f1(x), fn(x) és fni1(x) (3)-beli értékét beirva — (1 — cos x)-szel valo egyszertisités utan —

_sin 2 + sin nx — sin(n + 1)z

(4) Fx) =

Végiil belatjuk a feladatbeli egyenlGtlenségeket.

2sin x

a) Tegyiik fel, hogy 0 < = < nLH (n > 1) egész). Azt kell megmutatnunk, hogy 0 < F(z) < 1, ami ekvivalens

lépésekkel atalakitva

sin « + sin na — sin(n + 1)z

0< <1

3

2 sin x

0 < sin z + sin na —sin(n + 1)z < 2 sin (O<x<gmiatt0<2sinx),

—sin z < sin nx — sin(n + 1)z < sin =,

sin > sin (n + 1)z — sin nz > —sin .

A kozépsd kiilonbséget szorzatta alakitva a bizonyitando:

sin > 2 cos ;vsm§>—smw,

. x S 94 T T
rsin — > —2 sin — cos—
2 2 2’

1
;v>—cos§ (O<x<g miatt O<2sing>.

T T
2 sin — cos — > 2 cos
2 2

2n

x
COSs § > oS

A —cos ; = cos (ﬂ' — ;) helyettesités utan a kovetkezé egyenlGtlenséget kell igazolnunk:

1 T
x>cos(7r——).

:L' >
€Os — > COS
2 2

2



Ez viszont fennéll, hiszen a (0;7) intervallumban az x — cos z fliggvény szigorian monoton cstkkend, tovabba

r 2n+1 T
0< =< r<m——=<m mert 0<z<

2 2 2 n+1
Ekvivalens atalakitasokat hasznaltunk, tehat ebben az esetben belattuk a feladat allitasat.

és 0<n.

o ™
b) Tegyiik fel, hogy —— <z < Azt kell megmutatnunk; hogy 1 < F(z), ami ekvivalens lépésekkel atalakitva

1< sin « + sin nx — sin(n + 1)z
2 sin x ’

2 sin z < sin x + sin nz —sin(n + 1)z (O< x < g miatt 0 < 2 sin x) ,
sin(n + 1)z + sin x < sin nz.

A bal és a jobb oldalt szorzatté alakitva a bizonyitando:

.. n n .n n
2 sin xcos—x<2s1n§xcos§x,
n+2 n n T n
si < sin — I<—-z< = iatt 0 < 2 cos — )
in 5 T 1n2x ( 233 5 m 2:1:

n n
A sin 5% = sin <7T — 5:[:) helyettesités utan a kovetkez6 egyenl6tlenséget kell igazolnunk:

. 2 . n
sin :C<Sln(7r—§x>.

3

T 3
Ez viszont fennall, hiszen a (5 7) intervallumban az = + sin z fliggvény szigortian monoton csdkkend, tovabbé

37T>n—|—2 s n+2 < n >7T ¢
— - — r>mT——x>—, mer
2 n 2 2 2’
T T
<r<-— é 2<n.
n+1 n

Most is ekvivalens atalakitasokat hasznéaltunk, igy ebben az esetben is belattuk a feladat allitasat.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. Ha a (3) eredményt valamilyen tton megsejtjiik, akkor azt k szerinti teljes indukcioval kénnyen iga-
zolhatjuk az ismert

sin(k + 1)z = 2 cos z - sin kz —sin(k — 1)z
azonossag alapjan. Ezzel a megoldas lényegesen egyszerisithetd.
(Harcos Gergely Bp., ELTE Apaczai Csere J. Gyak. Gimn., III. o. t.)

8. Az allitas els6 felét tetszdleges haromszogre bizonyitjuk. A sik tetszéleges pontjabol inditsunk vektorokat a

megadott pontokhoz, mindegyiket a megfeleld kisbetiivel jelolve. Ekkor

d_b—l—c7
2
_a+c
e= 5
a+b
f:
2 b)
~d+c b+3c _f+b 3b+ta
P=" =7 "T Ty T 1o

_d+f a+2b+c

2 4




Legyen F'P és EN metszéspontja O1; legyen FO1: O1P =X : (1 — A1) és EO7 : O1N = pq : (1 — p1). Ekkor fenn
kell &llnia a
/\1p + (1 — )\1)f = pin+ (1 — ,ul)e

vektoregyenlGségnek. Beirva a fenti kifejezéseket, az egyiitthatok osszehasonlitdsabol adodik, hogy ez pontosan akkor

S

2
all fenn, ha \y = - és up = —.

EN|

Hasonloan, F'P és AM metszéspontjat Oz-vel jelolve,
FOQZOQP:)\QZ(l—)\z) és AOQ:OQM:/,LQ:(]._MQ)

esetén
)\gp + (1 — )\z)f = M2IN + (1 — /Lz)a.

6
Ebb6l Ao = A1 = - és [y = - Vagyis AM és EN metszéspontja raesik F P-re, és ezzel elsG allitasunkat (tetszsleges

haromszogre) belattuk.

Tovabbéa, most mar csak szabalyos haromszogre, az FDP és az EF N haromszog egybevagd, hiszen az ABC harom-
sz0g kozéppontja koriili —120°-os elforgatas nyilvan F-nek E-t, D-nek F-et és P-nek N-et felelteti meg. Egybevagoak
tovabba az EFN és az AF M haromszogek is, mert EF = AF, FN = FM a szabélyos haromszogekbdl, és az F-nél
levé szogek egyenlsk (120°-kal). Ezekbsl AM = EN = FP, és igy

OM:OF :ON:OE:OP:0A=(1—p2):A1: (1 —p1):pur:(L=X1):pe =
=1:2:3:4:5:6.

Ezzel a megoldast befejeztiik.
(Szendrdi Baldzs, Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., IL o. t.)



