1. Oldja meg a kovetkezd egyenletrendszert:

sin « = 2sin y,

2
a:—l—y:?.

2
Megoldas. A masodik egyenletbdl y = 5 x, ezt az elsG egyenletbe helyettesitve

. 94 2m
sin r = S1n — — X
3 )

2v3 1
sin x:2<T\/—cos x+§sin :E),

cos ¢ = 0.

T T
Innenx:§—|—nﬂ', y:g—nﬂ', n € 2.

Mivel minden 4talakitas ekvivalens volt, ezért ezek valéban megoldasok.

2. Oldja meg a kévetkezd egyenldtlenségeket:

a) Va2 —bx+4>—1;

b) logs (4 =527 +8) < 2.

Megoldas. a) Mivel a négyzetgyokos kifejezés csak pozitiv vagy nulla értéket vehet fel, ezért a megoldasok egybe-
esnek az 22 — bz + 4 > 0 egyenl6tlenség megoldasaival, tehat = > 4 vagy = < 1.

1
b) Az 3 alapu logaritmus-fliggvény szigorti monoton csokkenése miatt
47 — 5.2 + 8 > 4,
ekkor nyilvan 4% — 5. 2% 4+ 4 > 0, ami z-re nézve mésodfoki egyenl6tlenség. Innen 2% > 4, x > 2 vagy 27 < 1, =z <0,

és ezek az z-ek val6ban megoldasok.

3. Az ABC hdromszigben AB = /3, AC = /2 egység, BAC<t = 75°. Az ABC' hdromszig kiré irt kire A-t nem
tartalmazo BC' ivén vegyiik fel az O pontot igy, hogy BAD< = 30° legyen. Szdmitsa ki az AD szakasz hosszdt.

Megoldas. Készitsen abrat! Legyen r a haromszog koré irt kor sugara. Mivel BAD< = 30°, ezért DAC< =
75° — 30° = 45°, tehat

BD = 2rsin 30° =r és
CD = 2rsin 45° = rV/2.

Legyen AD = x. Alkalmazzuk a koszinusztételt az ABD és az ADC haromszogekben.

P =3422—2-V3-z-cos 30°,
2% =242 —2-vV2 - cos 45°,

azaz 1> = 3+ 2% — 3z, és 2r® = 2+ 2% — 2z. Innen 2 = AD = 2 egység (r = 1 egység).

1
4. Egy szamtani sorozat differencidja =. Az elsé n elem dsszege 38, az elséd n + 4 elemé 69.

Mekkora az n értéke és mennyi a sorozat elsé eleme?

Megoldas. Alkalmazzuk a szamtani sorozatokra megismert

Sk = §(2a1 + (k—1)d)

képletet.

1
38—g<2a1+(n—1)-—>,

2
n+4

69 = <2a1+(n+3)~%).




A masodik egyenletet n-nel, az elsét —(n-+4)-gyel szorozva, majd az egyenleteket 6sszeadva, rendezve az n?—27n+152 =

5
0 egyenlethez jutunk. Innen n = 8 vagy n = 19. Ha n = 8, akkor a; = 3, ha n = 19, akkor a; = —5 és mindketts
valéban megoldés.

5. Egy forgdskipba beirt gomb térfogata harmada a kip térfogatanak. A gomb felszine hdnyad része a kip felszinének?

Megoldas. Legyen a forgaskap alapkorének sugara R, magassaga m, a gomb sugara r. A feltétel szerint

3- é'1”37'( = R27Tm7
3 3
(1) 12r® = R%*m.

Készitsiik el az alakzat egy szimmetria sikmetszetét! Egyenld szara haromszog (alapja 2R, magassaga m a beirt korével
(a kor sugara r).) Legyen a a kup alkotéjanak a hossza. Hasonlé haromszogek megfelels oldalainak aranyaként kapjuk,
hogy

a _m-—r h
7= 5 ahonnan
(2) r(a+ R) = mR.
A gomb felszine A; = 472, a forgaskup felszine Ay = Rn(R + a).
A 472
A_; = m. A (2) és az (1) feltételek alkalmazasaval
R? 1273
RR+a)="00 = 220 1902, qgy
r r
Al 4T2 1

L= 1R g eaza gbmb felszine szintén harmada a kuap felszinének. (Igaz-e az allitas altalanositasa n-ed részre?)
2

6. Az y tengellyel parhuzamos tengelyd parabola dtmegy az A(4; —7) ponton és érinti az y = 1 egyenletd egyenest.
Az A pontban a paraboldhoz hizott érintd egy normdlvektora n(8;1). Irja fel a parabola egyenletét!

Megoldas. A feltételek szerint a parabola egyenlete
y=alr—u)*+1
alakban frhat6. Az A pont rajta van a paraboléan, igy
(1) ~T=a(d—u)?+1, —8=a(d—u)

Az A pontban hizott érint6 egyenlete 8z + y = 25. Az érintd és a parabola altal alkotott egyenletrendszer megoldésa
soran kapott masodfoku egyenlet diszkriminansa nulla.
y = 25— 8z.
alr —u)? +1=25— 8z,
az?® — 2(au — 4)x + au® — 24 = 0,
D = 4(au — 4)* — 4a(au® — 24) = 0.

Ebbél
(2) a(u—3) = 2.

Az (1) és (2) egyenletbdl adodik, hogy
—8(u—3)=2-(4—u)?
ahonnan v = 2, igy a = —2.
A parabola egyenlete: y = —2(x — 2)? + 1.
(A feladat differencialszamitassal és a parabola tulajdonsagainak alkalmazasaval kevesebb szamitassal is megoldhato.)

7. Oldja meg a




egyenletet, ahol p valds paraméter!
Megoldas. Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat, és vegyiik figyelembe, hogy = # 0.

2 2
P32+ —? w120+ 1)E 4L
X X

+5,
2
(z+1) <1+?p> ~0.

Az x1 = —1 akkor gyoke az egyenletnek, ha kielégiti azt, azaz ha \/p? = p, tehéat ha p = 0.
Az x9 = —2p akkor gyOke az egyenletnek, ha p # 0.

1 3
\/4p2—6p—|—2—|————2p+—

4 2
és 5 5
2p——|==-2
‘p 2‘ 2 D,

3 3 .
azaz o — 2p 20, p< 1 Osszefoglalva:
1. Ha p < 0, akkor az egyenlet megoldésa .
2. Ha p = 0, akkor a megoldas x;.

3
3.HaO<p< 7 akkor a megoldasok x1, wo.

3
4. Hap > 1 akkor a megoldas z;.

8. Legyen az ABC' hdromszdg keriilete 2s = 24 egység. Hizzuk meg a beirt kérének az oldalakkal parhuzamos érintdit.
Ezen érintéknek a hdromszdagon belil esd szakaszai kozil valasszuk ki a legnagyobbat. Mely ABC' hdromszdg esetén lesz
ez az érintdszakasz a lehetd legnagyobb?

Megoldas. Rajzoljuk meg az ABC héaromszoget a beirt korével, és a BC' oldallal (jelolje a) parhuzamos érint6-
szakasszal, ezt jelolje x.
A kiils6 pontbdl huzott érint6 szakaszok egyenlGségébdl kovetkezik, hogy a beirt érintGszakasz altal lemetszett harom-
sz0g kertilete 2(12 — a) (4ltalaban 2(s — a)). A lemetszett és az adott haromszog hasonlosagabol

z _2(12-a)
24
- Laaz—a)
x—12a a).

x akkor a legnagyobb, ha a = 6, ami az

1 2
x:E(36—(a—6 )

alakbol megallapithato. Ha a = 6, akkor x = 3.
Ilyen haromszog létezik, hiszen ekkor b+ ¢ = 18, 6 = a.



