Gyakori jelenség a matematika torténetében, hogy egy-egy témakore tobb olyan szalbol fonddik Gssze, amelyek
induladsukkor még alig mutatnak koz6s vonasokat; csak a késgbbi kutatasok fényében deriil ki, hogy ugyanannak a
nagyobb kérdéskornek egy—egy részét alkotjak. Ez a helyzet a véges geometridk problémakorével is, amelyek egység-
befoglalasa és intenzivebb mivelése szazadunk mésodik negyedében indult meg.

Az 1770-es évek végén L. EULER-nek tették fel a kovetkezd kérdést:

Egy diszszemlére hat kiilonb6z6 regimentbdl 6-6 tisztet rendelnek fel: (mai rangmegnevezéssel) egy hadnagyot,
egy f6hadnagyot, egy szazadost, egy Srnagyot, egy alezredest és egy ezredest. Hogyan kell a 36 tisztet 6 sorban és 6
oszlopban ugy elhelyezni, hogy minden sorban és minden oszlopban minden regimentb&l és minden rangbol pontosan
egy legyen koziilik?

EULER nem tudta megoldani ezt a feladatot; az volt a sejtése, hogy ilyen elrendezés nem létezik, s6t akkor sem,
ha a regimentek szdma 4n + 2 alakt és minden regimentbdl 4n + 2 tiszt jon, azaz 6, 10, 14, ...

Joval késébb, 1900-ben sikeriilt G. TARRY-nak bebizonyitania meglehet&sen hosszadalmas moédon hogy a 36 tiszt
feladata megoldhatatlan; bizonyitasat azdta mér lényegesen egyszertisitették. Vizsgédljuk most meg kissé kodzelebbrsl
ezt a feladatot, de hogy attekinthet&bb legyen, csak 3 regiment 3-3 tisztjére fogalmazzuk meg. Jeldlje a tiszti rangokat
rendre 0y, 1,, 2,, aregimenteket 04, 1,4, 2,. Rendezziik el a tiszteket elGszor a rangjuk (I. tablazat), majd a regimentjiik
szerint (II. tablazat), az egyes elrendezéseknél csak egy szempontot érvényesitiink:

0, 1, 2, 0424 14 (0,0) (1,2) (2,1)
1,2, 0, 14 04 24 (1,1) (2,0) (0,2)
2,0, 1, 2414 04 (2,2) (0,1) (1,0)

I. tablazat II. tablazat IIL. tablazat

Egy ilyen tablazat mar énmagaban is érdekes; 1ényeges tulajdonsaga, hogy egy n x n-es négyzet soraiba és oszlopaiba
uagy irjuk be a 0,1, 2, ..., n — 1 szamokat, vagy a nekik megfelel§ szimboélumokat, hogy minden sorban és minden
oszlopban egy szam csak egyszer szerepeljen. Az ilyen tulajdonsagu elrendezéseket n -edrendd latin négyzeteknek
nevezziik. Latin négyzetet nyilvan tetsz6leges n esetén tudunk szerkeszteni, s6t szdmuk meglehetGsen nagy. A latin
négyzetek szerepet kapnak a kombinatorikan kiviil az algebraban is; latin négyzet pl. egy csoport miveleti tablazata
(szorzotabla). Legegyszertibb el6allitasi modja az I. tdblazatban lathato : minden sort az el6z6hoz képest ciklikusan
eggyel eltolunk.

Helyezziik most egymasra a két tablazatot; a III. tadblazatban lev6 szamparok elsS tagja a rangot, a masodik a
regimentet jeloli. Megfigyelhetjiik, hogy ez a tablazat megfelel a tisztekre kirdtt feltételeknek. Ez lényegében azon
mulik, hogy a tablazatba irt 9 szampar kiilonboz6, ami azzal egyenértéki, hogy a (0, 1,2) elemekbdl készitett Osszes
lehetséges szampéar szerepel a tédblazatban. A (2,1) szdmpér pl. azt jelenti, hogy a 2, rangu tiszt az 1, regimentbdl
all a szoban forgd helyen; az elrendezés akkor lenne rossz, ha ugyanannak a tisztnek két kiilonb6z6 helyen is kellene
llnia, ill. ha nem lenne benne minden tiszt az alakzatban.

Ha két latin négyzet olyan, hogy egymasra helyezve a rendezett parok mind kiilénboz6k, akkor a latin négyzetek
ortogondlisak.

A 36 tiszt feladatanak a megoldhatatlansaga azt jelenti, hogy nincs két 6-odrendd ortogondlis latin négyzet; ha két
latin négyzetet egyesitiink, mindig kapunk azonos szamparokat. EULER-nek a 4n + 2-rendd ortogonélis latin négyze-
tekre vonatkozoé altalanos jellegii sejtése azonban nem bizonyult igaznak. Nagy érdeklédést valtott ki, amikor 1960-ban
R. C. BOSE, S. S. SHRIKHANDE és E. T. PARKER példakat adtak 4n + 2-rendd ortogonélis latin négyzetekre, a
torténetileg is érdekes 10-edrendiit IV. tablazatunkban mutatjuk be:

0417298365
8152739406
9826374510
5983047621
7698415032
6709852143
3071986254
1234560789
2345601897
4560123978

0786935412
6178094523
5027819634
9613782045
3902478156
8491357260
7859246301
4560123789
1234560978
2345601897

IV.tablazat

A vizsgalatokbol az is kideriil, hogy maximélisan n — 1 n-edrendd, paronként ortogonalis latin négyzet létezhet, és
a latin négyzeteknek egy ilyen ,teljes rendszere” kombinatorikai szempontbél igen jelentds; nyilt kérdés azonban, hogy
milyen n-ekre szerkeszthet6k meg ezek.

J. STEINER svajci matematikus 1853-ban vetette fel a kdvetkezs kérdést: lehet-e egy n-elemid halmazban olyan —
blokkoknak nevezett — haromelemi részhalmazokat képezni, hogy a halmaz barmely két eleme pontosan egy blokkhoz
tartozzék hozzd. A feladat feltételét kielégité halmazokat Steiner-rendszereknek nevezik. Mar STEINER is tudta, hogy
a halmaz elemszama csak 6N + 1 vagy 6N + 3 lehet (N pozitiv egész); néhany évvel késébb M. REISS megmutatta,
hogy az ilyen elemszami halmazokban valoban szerkeszthets Steiner-rendszer. Példaként megadjuk azn =6-14+1=7
elemi halmazban képezett Steiner-rendszert; ennek 7 blokkja van.



Py |Py| P3| Py | Ps | Ps| P
el 111
o] 1 11
es] 1 11
edl (1] 1] |1
es] |1 1 1
es /1 1
er 1l |11

V. tablazat

A rendszer dbrazolasara tablazatot hasznalunk. Egy 7 x 7-es tablazat oszlopainak a halmaz elemeit, a sorainak
a halmaz blokkjait feleltetjiik meg; egy sor és oszlop kozos mezdjére akkor és csakis akkor frunk 1-est, ha a sornak
megfelels blokk tartalmazza az oszlopnak megfelel§ elemet (V. tablazat).

A Steiner-rendszer természetes altalanositasaként vetgdik fel a kérdés, hogy lehet-e az elemharmasok helyett elem
k-asokat szerepeltetni a megadott feltételek mellett. Ilyen esetekben Steiner féle k-rendszerrdl beszéliink; a Steiner-féle
k-rendszer tehat egy n elemi halmaz, amelyben blokkoknak nevezett k-elemi részhalmazok vannak dgy, hogy a halmaz
barmely két eleme pontosan egy blokkban van egyszerre benne. Az ilyen rendszereknek a létezése mar sokkal silyosabb
kérdés; a teljes valasz nem ismeretes.

A XIX. szazad végére jutott a geometria abba a helyzetbe, hogy mintegy két évezreddel EUKLIDESZ utén modern
igényd axiomatikus megalapozasat elvégezzék. Ezzel egy id6ben keriilt sor a geometria egy sajatos aganak, a projektiv
geometrianak a megalapozasara is.

A projektiv sikgeometria ,,alapotlete” annak a kivételes helyzetnek a megsziintetése volt, amit az euklidészi sikgeo-
metridban a parhuzamosak léte okoz. Ezt azzal lehet elérni, hogy a pdrhuzamos egyenesnyaldbokhoz egy , képzeletbeli”
pontot rendeliink hozza, amit idedlis pontnak mondunk, ezt a nyalab minden egyenese tartalmazza. (Az ideélis pont
helyett hasznaljak a nem tul szerencsés végtelen tdvoli pont elnevezést is). A sik idealis pontjainak a halmazat idedlis
egyenesnek (végtelen tdvoli egyenesnek) nevezziik. A projektiv sik az idealis elemekkel bévitett euklidészi sik, legalabbis
eredetileg ezt tekintették annak. A projektiv sik szerkezetére jellemzs, hogy barmely két egyenesének van kdzos pontja
és barmely két pontjanak van pontosan egy Osszekotd egyenese.

Ebbél a klasszikus projektiv sikfogalombol vonatkoztattak el a projektiv sik ma hasznalatos fogalméat, amely az
alabbi axiomarendszerrel jellemezhetd:

A projektiv sik a pontoknak nevezett elemeknek nem tires halmaza; ennek bizonyos részhalmazait egyeneseknek
nevezziik. Ha egy egyenes tartalmaz egy pontot, akkor azt mondjuk, hogy a pont rajta van az egyenesen, vagy a pont
illeszkedik az egyeneshez. A projektiv sikon teljesiilnek a kovetkezs axiomak:

Ay Két ponthoz eqy és csakis egqy olyan egyenes van, amely mindkettét tartalmazza.

Ay Két egyeneshez eqy €s csakis egy olyan pont van, amelyet mind a kettd tartalmaz.

As: A sikon van legaldbb két egyenes. Minden egyenesnek van legaldbb hdrom pontja.

A projektiv siknak ez a definicija igen altaldnos, hiszen teljesen nyitva hagyja azt a kérdést, hogy mi lehet pont.
Ezért erre a kérdésre csak ezt valaszolhatjuk: pont (és egyenes) lehet minden olyan ,valami’, ami kielégiti az A;—-As
axiomakat.

Alljon pl. a projektiv sik egy osztaly 31 tanulojabol, 6k a pontok. Tegyiik fel, hogy az osztalyban sikeriil 31
egyesiiletet szervezni Ggy, hogy minden egyesiiletnek 6 tagja van és barmely két tanulé pontosan egy egyesiiletnek
tagja egyidejileg, teljesiil tovabba, hogy barmely két egyesiilet esetén pontosan egy olyan tanul6 talalhato, aki mindkét
egyesiiletnek tagja. Ha egyeneseknek az egyesiileteket tekintjiik, az osztaly projektiv sik, hiszen kielégiti az axiémakat.

Azok a pontoknalk, ill. egyeneseknek nevezett halmazok, amelyek kielégitik az A;—A3z axiomakat, az axidmarendszer
egy modelljét alkotjak. A projektiv sik egy modellje tehat az idealis elemekkel bévitett euklideszi sik, de modellje az
el6bbi példa osztalya is.

Axiémarendszeriink igen gyengének tiinik, amibdl igen kevés tétel vezethets le. Ez nagyjabol igy is van, de a mult
szazad végén G. FANO olasz matematikusnak és tarsainak a vizsgalataibol kitdint, hogy lényegesen t&bbet mondhatunk
a sikrol, ha axiémainkhoz még egy végességi axiomdt hozzéaftiziink:

Ay Van olyan egyenes, amelynek g+ 1 pontja van (g = 2).

Az A1— Ay axidmakkal jellemzett halmaz a véges projektiv sik; g a projektiv sik rendje. Nézziik most meg vazlatosan,
milyen tételek vezethetdk le az A;—A4 axidomakbol.

1. Minden egyenesnek q + 1 pontja van. Legyen ui. e; az Ay szerint g + 1 pontot tartalmazo egyenes és legyen eg
a sik egy tetszoleges egyenese, ezeknek Ay szerint van egy M kozos pontja (1. dbra).



1. dbra

Legyenek e; pontjai M, Py, Pa, ..., P;. Az eo-n A3 szerint van egy Ry, Ro pontpar. A PR, és PRy egyenesek
k6zos pontja legyen S. Az S-et a Ps, Py, ..., P; pontokkal 6sszekots egyenesek ep-t rendre az Rs, Ry, ..., Ry pontokban
metszik. Az S-bdl valo vetités tehat kolesonosen egyértelmd megfeleltetést 1létesit e és es pontjai k6zott, tehat es-nek,
és igy a sik barmely egyenesének is ¢ + 1 pontja van.

2. Minden pont q + 1 egyenesen van rajta. Legyen K tetszéleges pont és e egy a K-t nem tartalmazéd egyenes
(As-bol kovetkezik, hogy ilyen van). K-t 6sszekotve e pontjaival ¢+ 1 kiilonboz6 egyenest kapunk és t6bb nem is lehet,
mert Ay szerint ez is metszené e-t, ami lehetetlen, hiszen ekkor két pontot két egyenes is Gsszekdtne. K ezért g + 1
egyenesen van rajta.

3. A sikon n = ¢* + q¢ + 1 pont van. El6z6 tételiinkben a K-n atmend (Osszes) ¢ + 1 egyenes a sik minden
pontjat tartalmazza, mert ha lenne még ezeken kiviil pont, akkor K-t ezzel 0sszekotve egy g + 2-ik egyenest kapnank,
ami lehetetlen. A K-t tartalmazo egyenesek mindegyikén K-n kiviil még ¢ pont van, ezért a sik ponjainak a szdma
g+ 1) +1=¢*+q+1.

4. A sikon ¢*> 4+ q+ 1 egyenes van. Valasszuk ki ui. a sik egy e egyenesét. Mivel ezt a sik minden egyenese metszi,
elég az e-t metszd egyeneseket 6sszeszamolni. e-t minden pontjdban g egyenes metszi, ezért a sik egyeneseinek a szama
n=qlg+1)+1=¢>+q+1.

A ¢ értéke tehat nagymértékben megszabja a sik szerkezetét. A legegyszeriibb véges projektiv sik rendje 2. Ez a
sik valoban létezik is; pontjainak és egyeneseinek a szama 22 + 2 4+ 1 = 7, minden egyenesen tehat 3 pont van. Ez
a strukttra lényegében azonos az V. tablazattal adott Steiner-rendszerrel. Ez a tablazat felfoghat6é a 2-rendd véges
projektiv sik illeszkedési tablazatanak, ahol az oszlopokhoz a sik pontjait, a sorokhoz pedig a sik egyeneseit rendeljiik
hozza; egy oszlop és egy sor kozos mezdjébe akkor és csakis akkor irunk 1-est, ha a neki megfelel6 pont, ill. egyenes
illeszkednek egymashoz. A tablazatbol konnyen ellenérizhets, hogy az igy adott sik kielégiti az A;—A, axiémakat.

Ha ennek a véges siknak a pontjait és egyeneseit (hagyomanyos) pontokkal, ill. egyenesekkel akarnank abrazolni,
nem sikeriilne; legalabb egy egyenest csak gorbiilt vonallal tudunk megrajzolni. Maga a 7 pont alkotta alakzat minden
projektiv sikon fontos szerepet jatszik. Szerkezetének a lényege a kdvetkezd : négy pont, Ps, Ps, Py, Ps un. teljes
négyszoget alkot, koziiliik egyik harom sincs egy egyenesen. A pontokat paronként 6sszekots 6 egyenes a teljes négyszog
oldalai, ezeknek a csucsokon kiviili metszéspontjai: P, Py, Ps a négyszog dtldspontjai. Az atlospontok a kozonséges
sikon nincsenek egy egyenesen, de ez nem kodvetkezménye axiémarendszeriinknek. Ha a teljes négyszog atléspontjai egy
egyenesen vannak, akkor Fano-négyszdg a neve. A 2-rendi véges projektiv sik azonos egy Fano-négyszoggel (2. dbra).

Az ortogonalis latin négyzetek és a véges sikok kapcsolatat a harmadrendii sikon mutatjuk be. Itt ¢ = 3, a pontok
és egyenesek szama 3% + 3 4 1 = 13. A sik szerkezetét a 3. abran vazoljuk.



Kivalasztjuk a siknak egy v egyenesét. Ennek pontjai E, G, A, B, az ezekbdl indul6 egyenesek (v-n kiviil) rendre:
€0, €1, €2; 9o, g1, go; Go, a1, a2; Do, by, ba. Abrankon a v egyenest nem rajzoltuk meg, a pontjain Atmend egyeneseket
parhuzamos egyenesharmasokként inditottuk el. Az e;, gi egyenesek (i, k = 0, 1, 2) metszéspontja legyen (i, k); ez a
9 pont a v pontjaival egyiitt kimeriti a sik pontjait. A (0,0), (1,0), (2,0) pontokat (ebben a sorrendben) az A-val, ill.
a B-vel 0sszekots egyenesek: ag, a1, as; by, by, bo. Irjuk fel, hogy ezek (ebben a sorrendben) mely pontokban metszik
a go, 91, g2 egyeneseket:

ag (070) (17 1) (272)
a1 :(1,0) (2,1) (0,2)
az :(2,0) (0,1) (1,2)
bo : (0,0) (2,1) (1,2)
b1 : (1,0) (0,1) (2,2)
by : (2,0) (1,1) (0,2)

Figyeljiik meg, hogy az els6 koordinatdk mindkét egyenesnyaldbnal sziikségképpen latin négyzetet alkotnak (ez a
két latin négyzet azonos az I, ill. II. tablazat latin négyzeteivel. A két latin négyzet ortogonalitasa az axiémakbol és
abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy a go egyenesen kiviil két azonos szdmozasai egyenes nem metszheti egymast.

Ha a v egyenesen még tobb pont lenne, azaz ¢ nagyobb lenne 3-nal, akkor a pontjaibél indul6 egyenesek ¢ — 1 egye-
nesnyalabot allitananak elG, és hasonlé modon ¢ — 1 latin négyzet keletkeznék, amelyek paronként ortogonalisak. Ezek
szerint minden q-adrendd sikhoz tartozik a q-adrendi latin négyzeteknek egy teljes rendszere és megforditva: egy ilyen
teljes rendszer mindig létrehoz eqy q-adrendid véges projektiv sikot. A 36 tiszt probléméajanak a megoldhatatlansagabol
kovetkezik, hogy 6-odrendd véges sik nem létezik, de ha megoldhaté lenne, még nem kovetkeznék bel6le a megfelel
véges sik létezése, mivel ahhoz ¢ — 1 paronként ortogonalis latin négyzet sziikséges. A IV. tablazattal megadtunk két
10-edrendii ortogonalis latin négyzetet, de az igen nagyszama vizsgalat ellenére sem tudjuk, hogy létezik-e 10-edrendi
véges projektiv sik.

Térjiink most mar ra arra a kérdésre, hogy milyen g érték lehet a véges projektiv sik rendje. Ehhez ismertetjiik a
sik legtobbet alkalmazott szerkesztési modszerét. A szerkesztés modja algebrai, kiinduldsunk egy igen érdekes algebrai
struktura, a véges test. A véges testben két miveletet: Osszeadast és szorzast értelmeziink, ezek kommutativak és
asszociativak, mindkét miveletnek van inverze (kivonas, ill. 0 kivételével osztas), érvényes a disztributiv szabély, tehat
az Osszeget tagonként kell szorozni. A legegyszeriibb véges testek a primszim modulusi maradékosztdlyok. A véges
testek létezésének az alaptétele azt mondja ki, hogy ha p tetszéleges primszam és a pozitiv egész, akkor létezik egyetlen
olyan véges test, amelynek elemszima p®. Megforditva: minden véges test elemszama primszdmhatvdny.

A véges testek felhasznaldsaval projektiv sik a kovetkezé moddon szerkeszthets: legyen K tetszGleges véges test,
elemszama p®. Pontnak, ill. egyenesnek nevezziik a test elemeibdl készitett (x1, x2, 3), ill. (u1, us2, us) elemharmasokat
(benniik nem lehet minden elem 0). Két elemharmas ugyanazt a pontot, ill. egyenest jelenti, ha egyik a masikbol egy
testelemmel valo végigszorzassal szarmaztathatd. Az (a1, x2, x3) pont és az (u1, us, ug) egyenes akkor és csakis akkor
illeszkedik egymashoz, ha u; 1 + ug 29 + us s = 0. Bebizonyithato, hogy az igy értelmezett pontok és egyenesek
kielégitik az A;—A, axiomarendszert, és az egy egyenesen levé pontok szama p® + 1, tehat a sik rendje ¢ = p“.

Minden primszdmhatvdny lehet tehdt véges sik rendje. A fenti elGallitasa sikokon kiviil még masféle sikok is léteznek,
tehat olyanok, amelyek nem véges testre épitettek; az eddig ismertek azonban mind Ggy jonnek létre, hogy az el6bbieket
valamilyen modon atrendezziik, rendjiik tehat ezeknek is primszamhatvany. Rengeteg kutatas foglalkozott annak az
eldontésével, hogy primhatvanyokon kiviil lehet-e més szdm a véges sik rendje, de a kutatasok egyel6re nem vezettek
eredményre, nem tudjuk pl. hogy létezik-e 10-edrendd véges projektiv sik. Igaz, hogy végtelen sok szamrél tudjuk,
hogy nem lehet a sik rendje; erre vonatkozé legtobbet mondé eredmény R. H. BRUCK és H. J. RYSER amerikai
matematikusoktol szarmazik (1949): ha ¢ = 4k + 1 vagy q = 4k + 2 és q primtényezds felbontdsdban van pdratlan



kitevds 4 N + 3 alakid prim, akkor g nem lehet véges projektiv sik rendje. Ezek szerint pl. ¢ = 6 nem lehet a sik rendje,
de ez a tétel nem ad felvilagositast a ¢ = 10 esetrdl.
A fentiek alapjan alakult ki és tartja magét a kovetkezs, un. pontszamsejtés:

A véges projektiv sik rendje csak primszamhatvdany lehet.

Az eddig ismert, nem testre épitett véges sikok teljes négyszogeit vizsgalva arra az eredményre jutottak, hogy
mindegyik tartalmaz Fano-féle négyszoget, de ugyanakkor van olyan négyszoge is, amely nem Fano-féle. Egy testre
épitett sikon vagy minden teljes négyszog Fano-féle, vagy egy sem. A. M. GLEASON bebizonyitotta, hogy ha a sikon
minden négyszdg Fano-féle, akkor sziikségképpen testre épitett. Ezekbsl alakult ki a sejtés:

Ha a véges projektiv sikon nincs Fano-féle négyszog, akkor az testre épitett és igy rendje primszdmhatvdny.

A véges projektiv sikok felfedezése sok ismeretet nyujtott a Steiner-féle k-rendszerekrdl is, hiszen minden véges
projektiv stk egyben Steiner-féle k-rendszer is, ahol k£ = ¢ + 1; a véges sikok azonban nem meritik ki az Osszes ilyen
rendszert.

A pontszamsejtés megfelelGjét a latin négyzetek korében igy fogalmazhatjuk meg:

A g-adrendd latin négyzetek teljes rendszere akkor és csakis akkor létezik, ha q primszamhatvdny.

A pontszamsejtés, ill. kovetkezményei kihatnak a kombinatorika szdmos kérdéskorére. EbbSl most egyet emlitiink
meg.

TURAN PAL 1941-ben egy grafelméleti cikkével érdekes problémakor vizsgalatat inditotta el; az alapkérdés teljes
altalanossagaban igy hangzik: adott egy k csiucsponti G graf és egy élnélkiili n cstcst graf (n = k). Az utébbiba

elkezdiink éleket berajzolni, ez §n(n — 1) él berajzolasaval nyilvan véget ér, ekkorra mar minden lehetséges élt

berajzoltunk a grafba; ez az n csucsu teljes grdf méar biztosan tartalmaz G tipust (pontosabban: G-vel izomorf)
részgrafot. Kérdés: mazimdlisan hany €lt rajzolhatunk be a grifba, hogy az még ne tartalmazzon G tipusi részgrifot?

A probléma egy specidlis esete a kdvetkez6: Legyen G, ,, egy 2n csticst pdros grdf, amelynek mindkét cstcshalma-
zdban n cstcs van. (Egy graf paros, ha csticsai két, k6zos elem nélkiili részre oszthatok ugy, hogy az azonos részekbe
tartozod csicsokat ne kosse Ossze él.) Maximalisan hany él rajzolhato be a grafba ugy, hogy a graf ne tartalmazzon
négyszoget? (A négyszog négycsucsa graf, két-két cstcsa kiilonb6z6 csticshalmazban van, és minden lehetséges éllel
Ossze vannak kotve. 4. abra.)

Kombinatorikai meggondolasokkal bebizonyithato, hogy ha G, ,, éleinek a szdma nagyobb, mint

s(n) = % (n+n+/4n — 3),
akkor mar biztosan tartalmaz négyszoget; ez azonban nem zéarja ki annak a lehet&ségét, hogy mar s (n) él mellett is van
a grafban négyszog. Ha bizonyos n-ekre meg tudjuk mutatni, hogy a graf még s (n) élt tartalmazva is négyszégmentes
lehet, akkor ezekben az esetekben s (n) adja meg a keresett maximalis élszamot.

Erdekes modon, éppen a véges projektiv sikok segitségével tudunk olyan G,,, grafokat szerkeszteni, amelyek
négyszogmentesek, de s (n) élt tartalmaznak, méghozza abban az esetben, ha n egy sik pontjainak a szama, tehat
n = ¢> + q + 1. Rendeljiik ugyanis hozza egy g-adrendd véges sik pontjaihoz, ill. egyeneseihez a G,,,, graf egyik,
ill. méasik csicshalmazat. Két cstcsot akkor kotiink Gssze éllel, ha a nekik megfelel§ pont, ill. egyenes illeszkednek
egymashoz. Az igy kapott graf négyszogmentes, mert ha lenne benne négyszog (mint a 4. abran), akkor a sik Py és P,
pontjait az e; és ez egyenesek is Osszekdtnék.

Mivel minden pontra g + 1 egyenes illeszkedik a sikon, a graf minden olyan csticsabol, amely sikbeli pontnak felel
meg, ¢+ 1 él indul, és igy a graf éleinek a szama n(g+1). Viszont az n = ¢> + ¢+ 1 egyenletbdl ¢-t, ill. ¢+ 1-et kifejezve
kapjuk, hogy n (¢ + 1) = s (n). Pl. a 2-rendi sikot felhasznalva kapjuk, hogy n = 7-re s(7) = 21 a maximaélis élszam.

Bebizonyithato, hogy G, , négyszogmentesen csak akkor tartalmazhat s(n) szamu élt, ha n véges projektiv sik
pontszama. A pontszamsejtés megfelelGje tehat a most vizsgalt feladatnal a kdvetkezs:

Egy négyszégmentes G, grdf csak akkor tartalmazhat s(n) szdmaii élt, ha n = p** + p® + 1 (p prim, o pozitiv
egeész).



