
Megjegyzések a 2778. feladathoz

Többen észrevették, hogy az F. 2778 feladat �folytatása� az F. 2641. és F. 2661. feladatoknak. Az F. 2641. feladat

azt állította, hogy akárhogyan adunk meg a [0, 1] zárt intervallumon véges sok pontot, mindig található hozzájuk olyan

pont az intervallumban, amelynek t®lük vett átlagtávolsága 1/2, és ugyanez az állítás az 1/2 szám helyett más számra

nem teljesül.

Megismételjük a bizonyítást, mert a kés®bbiek legtöbb ötlete már ennek az egyszer¶ feladatnak a bizonyításánál is

el®kerül. El®ször is azt kell észrevennünk, hogy ha két pontot adunk meg, és ez a két pont az intervallum két végpontja,

akkor egy tetsz®leges y pontnak t®lük vett átlagtávolsága mindig (1/2)(|y − 0|+ |y − 1|) = (1/2)
(
y + (1− y)

)
=

1

2
. A

feladat állítása tehát valóban sak az 1/2 számra teljesülhet. Másrészt legyen adva az intervallumon n pont, x1, x2,

. . ., xn. Az y pont t®lük vett f(y) átlagtávolságára teljesül, hogy f(y) =
1

n
(|y − x1|+ |y − x2| + . . .+ |y − xn|), s ez

folytonos függvény (y-ban). Másrészt tetsz®leges xi pontoknak a 0-tól és az 1-t®l vett távolságának összege 1, ezért

f(0) + f(1) =
1

n
(|0− x1|+ |1− x1|+ |0− x2|+ |1− x2|+ . . .+ |0− xn|+ |1− xn|) =

1

n
· n = 1. Így vagy f(0) =

1

2
, s

ekkor a 0 pontnak az xi pontoktól vett átlagtávolsága 1/2, vagy f(0) < 1/2, de ekkor f(1) >
1

2
, s mivel f(y) folytonos,

valahol 0 és 1 között van olyan y, amelyre f(y) =
1

2
. A harmadik esetben, amikor is f(0) >

1

2
és f(1)

1

2
, ugyanez igaz.

Mindenképp találtunk tehát egy pontot, amelynek az x1, x2, . . ., xn pontoktól vett átlagtávolsága 1/2. Ezzel a tétel

bizonyítását befejeztük.

Nyilvánvaló, hogy a fenti bizonyítás tetsz®leges folytonos görbére elmondható, ha két pont �távolságán� a két

pont közötti görbeív hosszát értjük. Ehhez viszont szükséges, hogy a görbe véges hosszúságú legyen, ami nem minden

folytonos görbére teljesül: a híres hópehelygörbe olyan folytonos görbe, amelynek tetsz®leges két pontja között �végtelen

hosszú� az ív. A következ® állítást kapjuk tehát:

Ha G két (különböz®) végpontú, véges g hosszúságú folytonos görbe, amely nem metszi önmagát, akkor bármely

véges sok pontjához található olyan pont a görbén, amelynek t®lük vett �távolság�-átlaga g/2, és a g/2 szám mással nem

helyettesíthet®. A görbe két pontjának �távolságán� a két pont közötti ív hosszát értjük.

Miel®tt továbbmennénk, bevezetünk egy új kifejezést. Tegyük fel, hogy az X ponthalmazon értelmezve van egy

�távolság� (ez lehet az ívtávolság is, a szokásos sík-, ill. térbeli távolság is). Azt mondjuk, hogy α e �távolság� mellett

varázsszáma X-nek, ha az X ponthalmaz bármely x1, x2, . . ., xn pontjához van olyan y pont X-ben, amelynek az x1,

. . ., xn pontoktól vett átlag-�távolsága� α. El®z® tételünk most így fogalmazható:

1. tétel. Egy két végpontú, véges g hosszúságú, önmagát nem metsz® folytonos görbe egyetlen varázsszáma: g/2.
Az F. 2778. feladat után írt megjegyzésben (374. old.) azt is megmutattuk, hogy igaz az alábbi

2. tétel. Egy önmagába záruló, véges g hosszúságú, önmagát nem metsz® folytonos görbe egyetlen varázsszáma g/4.
Mindkét esetben az ívhosszt, illetve a rövidebbik ívhosszt értjük távolságon.

E két tételt el®ször, úgy t¶nik, P. Niholas vette észre.

Az alábbi ikkben O. Gross, Joan Cleary, David Yost, A. Morris és P. Niholas nyomán e tételeket messzemen®en

általánosítani fogjuk. Szükségünk lesz néhány de�níióra és megjegyzésre.

A) Ha B1, B2, . . .,Bn a sík (a tér) pontjai és f(A) =
1

n

n∑

i=1

ABi az A pontnak t®lük vett átlagtávolsága (egyel®re

a szokásos távolságot használjuk),akkor f(A) folytonos függvénye A-nak. Ez azt jelenti, hogy minden ε > 0 számhoz

van olyan δ, hogy ha AA′ < δ, akkor |f(A)− f(A′)| < ε. Ez egyszer¶en következik a háromszögegyenl®tlenségb®l:

|BiA−BiA
′| ≤ AA′,

így

|f(A)− f(A′)| = 1

n


n∑

i=1

(BiA−BiA
′)

 ≤

n∑
i=1

|BiA−BiA
′|

n
≤ nAA′

n
= AA′.

(Két pont egymástól vett távolsága nem nagyobb adott n ponttól vett átlagtávolságuk különbségénél.) Így δ = ε
választással éppen a kívánt állítást kapjuk.

Az X ponthalmaz korlátos, ha van olyan kör a síkban, ill. gömb a térben, amely ®t tartalmazza. Ekkor X bármely

két pontjának távolsága legföljebb akkora, mint a kör, ill. gömb átmér®je. X átmér®je az a legkisebb d szám, amely-

re igaz, hogy X semelyik két pontjának távolsága nem nagyobb d-nél. Az X ponthalmaz zárt, ha minden torlódási

pontját tartalmazza. (Az X ponthalmaznak a P pont akkor torlódási pontja, ha hozzá tetsz®legesen közel van X-nek

P -t®l különböz® pontja.) Ismert tény, hogy korlátos ponthalmaz bármely végtelen P1, P2, . . ., Pn, . . . pontsorozatá-
nak van torlódási pontja. Ha a ponthalmaz zárt, akkor e torlódási pontot tartalmazza is. Ebb®l adódik következ®

megjegyzésünk:
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B) Ha X korlátos, zárt ponthalmaz, akkor bármely végtelen P1, P2, . . ., Pn, . . . pontsorozatának van X-ben torlódási

pontja.

Ebb®l viszont következik a harmadik megjegyzésünk:

C) Ha az X korlátos, zárt halmaz átmér®je d, akkor van olyan P és Q pont X-ben, amelyek távolsága éppen d.
(Ha nem ad félreértésre okot, az ilyen PQ szakaszt is X átmér®jének fogjuk nevezni.)

Minden n-re van ugyanis olyan Pn és Qn X-ben, amelyre PnQn > d − 1/n. Ekkor azonban a P1, P2, . . ., Pn, . . .
sorozat bármely P és a Q1, Q2, . . ., Qn, . . . sorozat bármely Q torlódási pontjára (a távolság folytonossága miatt)

PQ ≥ d. Mivel X zárt, P is, Q is benne van, s mivel X átmér®je d, ezért PQ ≤ d. Így PQ = d, amit bizonyítani

akartunk.

Most rátérünk tulajdonképpeni témánkra. Els® új tételünk már nagyon általános ugyan, de még a �metrikus�

(távolsággal összefügg®) tulajdonságokon túl más geometriai tulajdonságokat is �gyelembe vesz:

3. tétel. Ha az X középpontosan szimmetrikus, korlátos, zárt, konvex (sík- vagy térbeli) tartomány átmér®je d,
akkor egyetlen varázsszáma van, d/2.

(Megjegyezzük, hogy az I. tétel levezethet® ebb®l a tételb®l, ha a görbe helyett olyan �szakaszt� tekintünk, ahol

�nem egyenletes a távolság�.)

A 3. tételb®l következik jó néhány egyszer¶ sík-, ill. térbeli alakzat varázsszáma:

B. 1. következmények: A szokásos sík-, ill. térbeli távolság mellett

� az r sugarú körlemez egyetlen varázsszáma r, az ellipszistartományé a fél nagytengely;

� az egységoldalú négyzetlap egyetlen varázsszáma 1/
√
2, az a és b oldalú téglalapé (1/2)

√
a2 + b2;

� a (tömör) egységkoka egyetlen varázsszáma

√
3/2, az a, b, c él¶ tömör tégláé

√
a2 + b2 + c2

2
.

� a szabályos 2n-szögtartomány egyetlen varázsszáma a legnagyobb átló fele.

A 3. tétel nem ad felvilágosítást a szabályos 2n+ 1-szögr®l, így a szabályos háromszögr®l sem.

Tételünk bizonyításához szükségünk van néhány egyszer¶ megjegyzésre:

D) Korlátos zárt halmaznak nins az átmér® felénél kisebb varázsszáma.

Ha ugyanis PQ a halmaz átmér®je, akkor tetsz®leges A pontnak e két ponttól vett átlagtávolsága

1

2
(PA+QA) ≥

1

2
PQ a háromszögegyenl®tlenség szerint. E két ponttól vett átlagtávolság tehát nem kisebb az átmér® felénél.

E) Ha egy halmaz belefoglalható egy r sugarú körbe (ill. gömbbe), és tartalmazza annak középpontját, akkor nins

r-nél nagyobb varázsszáma.

Ha ugyanis O e kör, ill. gömb közepe, akkor tetsz®leges A pontnak O-tól vett �átlagtávolsága�, azaz távolsága

legföljebb r.
A D) és E) megjegyzések alapján

F) ha egy korlátos és zárt halmaz átmér®je d, és belefoglalható egy d/2 sugarú körbe (ill. gömbbe), tartalmazza

ennek a középpontját, akkor sakis d/2 lehet a varázsszáma.

F)-b®l még nem következik, hogy d/2 valóban varázsszáma a halmaznak.

Térjünk most vissza a 3. tétel bizonyítására. Legyen X középpontosan szimmetrikus, korlátos és zárt halmaz és

legyen O a középpontja. Legyen X átmér®je d, és rajzoljunk O köré d/2 sugarú kört, ill. gömböt. Ez a kör (ill.

gömb) az egész X halmazt tartalmazza. Ha ugyanis X valamely P pontja �kilógna�, arra OP > d/2 teljesülne. De

P -nek O-ra vonatkozó P ′
tükörképe is X-hez tartozik, másrészt PP ′ = 2OP > d volna, ami ellentmondás. Ha tehát

X középpontosan szimmetrikus, korlátos és zárt, akkor teljesül rá az F) megjegyzés feltétele, így sakis d/2 lehet a

varázsszáma.

Azt kell még belátnunk, hogy d/2 valóban varázsszáma X-nek. Mivel X belefoglalható egy O középpontú, d/2
sugarú körbe, ill. gömbbe, így X minden átmér®je átmér®je ennek a körnek (ill. gömbnek) is. Ha tehát PQ az X
halmaz egy átmér®je, akkor O felez®pontja a PQ-nak. Legyenek most B1, B2, . . ., Bn az X halmaz pontjai, és PQ
egy átmér®. PBi + QBi ≥ PQ = d minden Bi pontra, így P -nek a Bi -kt®l vett átlagtávolsága és Q-nak a Bi-kt®l

vett átlagtávolsága összesen legalább d:

1

n

n∑

i=1

PBi +
1

n

n∑

i=1

QBi =
1

n

n∑

i=1

(PBi +QBi) ≥
n · d
n

= d.

Ebb®l viszont következik, hogy P és Q egyikének, pl. P -nek a Bi-kt®l vett átlagtávolsága legalább d/2. Az is világos,
hogy OBi ≤ d/2, tehát O-nak a Bi-kt®l vett átlagtávolsága legföljebb d/2. Ha A végigfut az OP szakaszon, akkor

A-nak a Bi-kt®l vett átlagtávolsága az A) megjegyzés szerint folytonosan változik. Valahol O és P között tehát van

olyan A pont, amelyre felveszi a d/2 értéket.

A bizonyítás ezzel � majdnem � kész is van. Azt kell még belátnunk, hogy A valóban X-ben van. Azt tudjuk, hogy

a P pont X-ben van, és Q is. Eddig nem használtuk, hogy az X halmaz konvex. Ezt felhasználva viszont kapjuk, hogy

a PQ szakasz minden pontja X-ben van, és A rajta van ezen a szakaszon. Ezzel a 3. tétel bizonyítását befejeztük.

Említettük már, hogy a 3. tétel nem elég a szabályos 2n + 1-szögtartomány varázsszámának megállapításához.

Az általános háromszöglap varázsszámához sem elég. Most egy általánosabb, Szekeres Györgyt®l és Szekeres Esztert®l
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származó tételt fogunk bebizonyítani, ami legalábbis a szabályos 2n+ 1-szöglap és a nem-hegyesszög¶ háromszöglap

esetére jó:

4. tétel. Ha X korlátos, zárt, síkbeli konvex halmaz, és a legkisebb, X-et lefed® kör sugara r, akkor r varázsszáma

X-nek.

E tételb®l már egyszer¶en adódik az alábbi:

4.1. következmények: A derékszög¶ háromszöglap egyetlen varázsszáma az átfogó fele.

A tompaszög¶ háromszöglap egyetlen varázsszáma a leghosszabb oldal fele.

Ha ugyanis a háromszög nem hegyesszög¶, akkor a leghosszabb oldala mint átmér® fölé írt kör lefedi az egész

háromszöget, s ez nyilván az egész háromszöget lefed® legkisebb kör. Másrészt a háromszög átmér®je a legnagyobb

oldala, így az F) megjegyzés szerint sakis a leghosszabb oldal fele lehet varázsszám, s a 4. tétel szerint ez valóban

varázsszáma a nem-hegyesszög¶ háromszögnek.

Hegyesszög¶ háromszögre ugyanez a bizonyítás kevesebbet ad:

4.2. következmény: A hegyesszög¶ háromszögnek a köré írt kör r sugara varázsszáma, és nins r-nél nagyobb va-

rázsszáma.

Az E) szerint ugyanis nins r-nél nagyobb varázsszáma, és a 4. tétel alapján r valóban varázsszáma, hiszen a

hegyesszög¶ háromszöget lefed® körök közül a köré írt kör a legkisebb.

4.3. következmény: A szabályos háromszög egyetlen varázsszáma a köré írt kör sugara.

A köré írt kör a legkisebb a szabályos sokszöget lefed® körök közt, tehát a 4. tétel szerint ennek r sugara valóban

varázsszám. Az E) megjegyzés szerint ninsen r-nél nagyobb varázsszáma. Végül, ha a sokszög súsait választjuk

pontoknak, akkor egy tetsz®leges pontnak t®lük vett távolságösszege � s így átlagtávolsága is � a szabályos sokszög

középpontjában minimális az ismert tétel szerint; így tetsz®leges pontnak a súsoktól vett átlagtávolsága legalább r.
Nins tehát r-nél kisebb varázsszám sem.

Most rátérünk a 4. tétel bizonyítására:

Legyen O a legkisebb, X-et tartalmazó kör közepe. (Hogy ilyen van, azt ahhoz hasonlóan lehet belátni, ahogyan

C)-t bizonyítottuk.)

Tegyük fel, hogy B1, B2, . . ., Bn az X halmaz pontjai, és legyen S a súlypontjuk. Tekintsük a legkisebb, S
középpontú kört, amely az egész X halmazt lefedi. Ilyen nyilván van, és a sugara legalább r. Az X halmaz zártsága

miatt található a körönX-beli pont (ez megint C)-hez hasonlóan bizonyítható); legyen egy ilyen pont C. Ekkor CS ≥ r
és

CS = |−→CS| =


−−→
CB1 +

−−→
CB2 + . . .+

−−→
CBn

n

 ≤ |−−→CB1|+ . . .+ |−−→CBn|
n

,

tehát a C pontnak a Bi pontoktól vett átlagtávolsága legalább r. Másrészt az O pontnak a Bi pontoktól vett átlag-

távolsága legfeljebb r, hiszen OBi ≤ r minden Bi-re. Minthogy az átlagtávolság folytonos (lásd az A) megjegyzést),

ezért van olyan A pont az OC szakaszon, amelynek a Bi pontoktól vett átlagtávolsága éppen r.
A bizonyítással ismét sak majdnem vagyunk készen. Be kell még látnunk, hogyA azX halmazban van. A C pontról

ezt tudjuk, így X konvexitása miatt elég megmutatni, hogy O is X-ben van. Ez azonban most korántsem olyan magától

értet®d®. (Láttuk pl., hogy a tompaszög¶ háromszög esetében O a háromszög határán van.) A következ® segédtételt

fogjuk e élból bizonyítani:

G) Ha X konvex, zárt, korlátos tartomány a síkban, akkor az X-et lefed® legkisebb kör középpontja X-ben van.

1. ábra

Legyen k a legkisebb lefed® kör, és legyen O a középpontja; legyen továbbá KK ′
a kör egy tetsz®leges átmér®je. Ha

KK ′
-n nins pontja X-nek, akkor X a konvexitása miatt teljes egészében a KK ′

egyenes egyik oldalán van. X zárt,

így minden támaszegyenesén van pontja. A KK ′
ezek szerint nem támaszegyenes. Húzzuk meg a KK ′

-vel párhuzamos,

KK ′
-höz közelebbi támaszegyenest. Ez L és L′

pontokban metszi a kört (1. ábra). Ekkor az egész X benne van abban

a tartományban, amelyet az LL′
szakasz és a rövidebbik LL′

körív határol. Ennek a tartománynak az átmér®je LL′
, és

az LL′
mint átmér® fölé rajzolt kör teljesen lefedi. Így nem k a legkisebb az X-et lefed® körök közül, hiszen LL′ < KK ′

.

Ez az ellentmondás bizonyítja, hogy a k kör minden átmér®jén van pontja X-nek. Ha az OK az és OK ′
szakaszon is

van pontja, akkor X tartalmazza ezek összeköt® szakaszát (hiszen konvex), így az O pontot is.
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2. ábra

Tegyük fel tehát, hogy pl. OK ′
-n nins pontja X-nek. Forgassuk el az OK ′

sugarat O körül pozitív és negatív

irányban addig, amíg nem kerül rá X-nek egy-egy pontja. X zártsága miatt van egy els® olyan helyzete a sugárnak,

amikor tartalmazza X valamely pontját. Legyen ez a helyzet pozitív irányban az OM , negatív irányban az OM ′
sugár

(2. ábra). OM egy X-hez tartozó pontja legyen P , OM ′
egy X-hez tartozó pontja legyen P ′

. Ha a K ′
-t tartalmazó

MOM ′
∢ < 180◦, akkor PP ′

metszené OK ′
-t. De a konvexitás miatt PP ′

minden pontja X-ben van, így OK ′
-nek is

lenne közös pontja X-szel. Ha MOM ′
∢ > 180◦, akkor az MOM ′

szög szögfelez®jére O-ban húzott mer®leges olyan

átmér®egyenese volna a körnek, amely X egyetlen pontját sem tartalmazná (mivel az egész X a konvex MOM ′

szögtartomány belsejében van). Ez viszont, mint láttuk, lehetetlen. Így marad az az eset, ha MOM ′
∢ = 180◦. Ekkor

a PP ′
szakasz tartalmazza O-t, a PP ′

szakaszt pedig tartalmazza X . Ezzel állításunkat beláttuk.

Itt jegyezzük meg, hogy még nehezebb a fenti állítás térbeli megfelel®jét bizonyítani, ami viszont szükséges a

következ® � egyébként a 3. tétellel teljesen megegyez®en igazolható tételhez:

3

′
. tétel: Ha X korlátos, zárt és konvex térbeli ponthalmaz, és r a legkisebb, X-et lefed® gömb sugara, akkor r

varázsszáma X-nek.

Térjünk most vissza az F. 2661. feladathoz, ami a következ® � J. Clearyt®l származó � tétel bizonyítását követelte

(ahol X már nem konvex):

4. tétel: Az a oldalú szabályos háromszög kerületének varázsszáma

2 +
√
3

6
a, ha a pontok távolságain a rendes síkbeli

távolságot értjük.

Ennek bizonyításához legyen a PQR szabályos háromszög három súsa a három kiválasztott pont, és legyen A pl.

a PQ oldal egy tetsz®leges pontja (3. ábra). Ekkor AP +AQ = PQ = a és AR ≥
√
3

2
a, a háromszög magassága. Így

az A pontnak P , Q, R pontoktól vett átlagtávolsága legalább

1

3

(
a+

√
3

2
a

)
=

2 +
√
3

6
a.

3. ábra

Ennél kisebb varázsszám tehát ninsen. Legyen másrészt F1, F2, F3 rendre a PQ, QR, RP oldal felez®pontja, és legyen

A pl. a PF1 szakasz pontja. Ekkor AF3 ≤ AP + PF3, így AF1 + AF3 ≤ F1P + PF3 = a, másrészt PAF2∢ ≥ 120◦

(ha létrejön), így a PAF2 háromszögben (ha létrejön) PF2 > AF2. Ha a háromszög nem jön létre (azaz A = P ),

akkor PF2 = AF2. Mindenképpen azt kapjuk, hogy AF2 ≤
√
3

2
a (= PF2), s így A-nak az F1, F2, F3 pontoktól vett

átlagtávolsága legfeljebb

1

3

(
a+

√
3

2
a

)
= a

2 +
√
3

6
.

Végül legyenek B1, B2, . . ., Bn a kerület tetsz®leges pontjai. Az F1, F2 és F3 pontoknak Bi-t®l vett távolságösszege

� mint láttuk � legfeljebb

2 +
√
3

2
a, így az F1, az F2 és az F3 pontoknak a Bi-kt®l vett távolságainak összege is
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legföljebb ennyi:

1

n

n∑

i=1

F1Bi +
1

n

n∑

i=1

F2Bi +
1

n

n∑

i=1

F3Bi =
1

n

n∑

i=1

(F1Bi + F2Bi + F3Bi) ≤

≤ n · 2+
√
3

2
a

n
=

2+
√
3

2
a.

Ebb®l következik, hogy valamelyik Fi-nek, pl. F1-nek a Bi-kt®l vett átlagtávolsága legföljebb

2 +
√
3

6
a. Ugyanígy

látható be, hogy P , Q, R valamelyikének a B1, . . ., Bn-t®l vett átlagtávolsága legalább
2 +

√
3

6
a. Ha az A pont végigfut

a kerületen F1 -t®l ezen pontig (ezt kétféle úton is teheti), akkor a Bi-kt®l vett átlagtávolsága az A) megjegyzés szerint

folytonosan változik, így valahol pontosan

2 +
√
3

6
a lesz az átlagtávolság.

A tétel állításánál � sakúgy, mint a hozzá nagyon hasonló 2. tétel esetén � kisit többet bizonyítottunk: az egyetlen

varázsszám a

2 +
√
3

6
a, és minden B1, B2, . . ., Bn ponthalmazhoz legalább két olyan A pont van, amelynek t®lük vett

átlagtávolsága

2 +
√
3

6
a.

Most gondoljuk végig, mi kellett a 4. tétel bizonyításához. Az X halmaz továbbra is korlátos és zárt volt, de most

a konvexitás nem teljesült. Fontos volt viszont, hogy X bármely két pontja között vezetett folytonos út X-ben. Az

ilyen X halmazokat összefügg®nek nevezzük. D. Gross még 1964-ben valóban bebizonyította, hogy �ennél több nem is

kell�.

5. tétel. Ha X korlátos, zárt és összefügg® ponthalmaz, akkor pontosan egy varázsszáma van.

A tétel két dolgot állít. Egyrészt azt állítja, hogy X-nek van varázsszáma, másrészt azt, hogy sak egy varázsszáma

van. Ez utóbbi bizonyításához nagyon er®s mértékelméleti segédeszközök kellenek, elemi bizonyítás nem ismert rá. Így

az 5. tételnek sak egy részét fogjuk igazolni, hogy X-nek a fenti feltételek mellett van varázsszáma. Már ebb®l is több

szép eredmény következik. El®ször ezeket mutatjuk meg. (az itt következ® 6. és 7. tétel is J. Clearyt®l való).

6. tétel. Az egységoldalú négyzet kerületének varázsszáma

1 +
√
5

4
, ha két pont távolságán a szokásos síkbeli távolságot

értjük.

4. ábra

Mivel tudjuk, hogy van varázsszám (hiszen X korlátos, zárt és összefügg®), elég azt belátni, hogy sem

1 +
√
5

4
-nél

nagyobb, sem annál kisebb nem lehet. Legyen PQRS a négyzet, és válasszuk ki mindjárt a négy súsát. Legyen a

kerület egy tetsz®leges pontja A. Feltehet®, hogyA pl. a PQ oldalon van. Ekkor PA+QA = PQ = 1. MásrésztAS+AR

a PQ oldal F1 felez®pontjára minimális (4. ábra), ezért AS +AR ≥ 2

√
5

2
=

√
5 = F1S +F1R. Így A átlag távolsága a

súsoktól legalább

1 +
√
5

4
, tehát a varázsszám sem lehet ennél kisebb. Legyen most F1, F2, F3, F4 rendre a PQ, QR,

RS, SP oldalnak a felez®pontja, és A legyen pl. a PF1 szakasz pontja. Ekkor AF4 ≤ AP + PF4, így AF1 + AF4 ≤

PF1 + PF4 = 1 Másrészt az APF3 háromszögben (ha létrejön) PAF∢ ≥ 90◦, így PF3 =

√
5

2
≥ AF3, s ugyanígy

AF2 ≤ PF2 =

√
5

2
. (Ha A = P , akkor mindkét helyen egyenl®ség áll.) Így az A pontnak az oldalfelez®pontoktól vett

átlagtávolsága legfeljebb

1 +
√
5

4
, tehát a varázsszám sem lehet ennél nagyobb.

Ezzel beláttuk, hogy a varázsszám sak

1 +
√
5

4
lehet.
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Megjegyezzük, hogy ez a bizonyítás is befejezhet® lett volna ugyanúgy, mint a szabályos háromszög esetében, nem

kellett volna az 5. tételre hivatkozni.

A 4. és 6. tétellel teljesen analóg módon számítható ki minden szabályos sokszög kerületének a varázsszáma:

1

n

n−1∑

k=0

(
3

2
+

1

2
cos

2π

n
− cos

2kπ

n
− cos

2(k − 1)π

n

)1/2

,

ha a szabályos n-szögr®l van szó, és a köré írt kör sugara 1.
Végül ugyansak J. Cleary bizonyította a következ®, valamivel már trükkösebb tételt is:

7. tétel. Az a, b oldalú téglalap kerületének (a síkon mért távolság mellett) az egyetlen varázsszáma (a+
√
4b2 + a2)/4,

ha a > b.

8. tétel. A körvonal varázsszáma (a síkon mért távolsággal) 2d/π, ahol d a kör átmér®je.

A 7. tétel bizonyítását az Olvasóra hagyjuk. Megjegyezzük viszont, hogy a sokszögek, s®t még a konvex sokszögek

kerületére sem ismert olyan általános tétel, mint amilyet a konvex sokszögtartományokra ad a 4. tétel.

A 8. tételt S. A. Morris és P. Nikolas bizonyította. �k számították ki a gömb felszínének a varázsszámát is, ez �

d átmér® esetén � 2d/3. Az n-dimenziós gömb felszínének varázsszámát is meghatározták. Ez n = 2, 3, 4, 5-re rendre
2d/π (lásd a 8. tételt), 2d/3, 32d/15π, 72d/105. Mi most az n = 2 esetet, tehát a 8. tétel bizonyítását mutatjuk be.

Felhasználjuk az 5. tételnek itt bizonyításra nem kerül® részét is, mert ez lényegesen egyszer¶síti dolgunkat: azt kell

sak belátnunk, hogy 2d/π varázsszám. Nyilván feltehet®, hogy d = 2. Rögzítsünk az egységsugarú, O középpontú kör

kerületén egy K �kezd®pontot�, és egy irányítást a körön. Legyenek továbbá a körön a B1, B2, . . ., Bn pontok és egy

A pont. Az ABi távolság nyilván 2 sin
|ÂBi|
2

, ahol |ÂBi| az ÂBi (irányított) körív hossza, vagyis a BiOA irányított

szög radiánokban mért nagyságának abszolút értéke. Ha tehát BiOK∢ = βi, AOK∢ = α (irányított szögek, 0 ≤ βi,

α < 2π), akkor ABi = 2 sin
|α− βi|

2
, (5. ábra).

5. ábra

Így az A pontnak a Bi pontoktól vett átlagtávolsága: f(A) =
2

n

n∑

i=1

sin
|α− βi|

2
. Fusson most végig A a kör kerületén

úgy, hogy α = AOK∢ 0-tól 2π-ig változik. Az integrálközép tétele szerint lesz olyan helyzete, ahol

f(α) =

2π∫

0

f(t)

2π
dt =

2

2πn

n∑

i=1

2π∫

0

sin
|t− βi|

2
dt =(1)

=
1

nπ

n∑

i=1

2π∫

0

sin


t− βi

2

 · dt.

Az összegben minden integrál egyenl®, hiszen mindegyiknél az

1

2
ABi távolságot kell �körbeintegrálnunk� a körön egy

�x Bi pontra, és nyilván mindegy, hogy ez a Bi pont hol helyezkedik el. Ezért mindegyik integrál értéke annyi, mint

ha Bi a K pontban volna, azaz βi = 0 volna, tehát

2π∫

0

sin
|t|
2
dt = 2

π∫

0

sin
t

2
dt = 4.

Azt kaptuk, hogy (1) jobb oldala

1

nπ
· 4n =

4

π
,
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tehát van olyan α pont a körön, amelyre f(α) =
4

π
.

Megjegyezzük, hogy itt is �meg lehetne úszni� az 5. tétel �keményebb� felére való hivatkozást. Ha ugyanis a B1,

B2, . . ., Bn pontokat egy szabályos n-szög súsainak választjuk a körön, akkor egy tetsz®leges A kerületi pontnak

a Bi-kt®l vett átlagtávolsága már (n növekedésével) tetsz®legesen közel kerül a

2

π

2π∫

0

sin
|t|
2
dt =

4

π
értékhez. Ennek

végiggondolását az Olvasóra bízzuk.

Miel®tt az 5. tétel els® felét bizonyítanánk, térjünk vissza a 4. tételhez és következményeihez. A háromszögtartomá-

nyok közül sak a nem-hegyesszög¶eket tudtuk teljesen elintézni. A hegyesszög¶ háromszögekr®l sak annyit láttunk

be, hogy a köré írt kör sugara varázsszám, és nagyobb nins. Az 5. tétel �er®sebbik� része szerint azonban pontosan

egy varázsszám van. Általában is igaz a következ®:

4

′
tétel. Ha X korlátos, zárt, konvex sík- vagy térbeli halmaz és az X-et lefed® legkisebb kör (ill. gömb) sugara r,

akkor X egyetlen varázsszáma r.

4.2

′
következmény. A hegyesszög¶ háromszög egyetlen varázsszáma a köré írható kör sugara.

E két állításra is adhatnánk elemi bizonyítást; javasoljuk az Olvasónak, hogy próbálkozzon meg vele! Hiszen �most

már nem sok� hiányzik hozzá.

Befejezésül a 4. tételnek még egy érdekes következményét említjük meg. Ha X tetsz®leges, síkbeli, korlátos, zárt és

összefügg® halmaz, akkor varázsszáma az E) és G) megjegyzés alapján legföljebb d, hiszen belefoglalható egy tetsz®leges

pontja körüli d sugarú körbe, másrészt legalább d/2 a D) megjegyzés szerint. Az belátható, hogy pontosan d sem lehet,

tehát a [d/2, d) balról zárt, jobbról nyitott intervallumba esik. Általában ennél többet azonban nem tudunk mondani.

Ha viszont sak konvex halmazokra szorítkozunk, akkor a fels® korlát lényegesen lejjebb szorítható:

9. tétel. Ha X konvex, síkbeli, zárt, d átmér®j¶ tartomány, akkor varázsszáma d/2 és

d
√
3

2
közé esik. Így egyetlen

ilyen X halmaz varázsszáma sem nagyobb, a d oldalú (átmér®j¶) szabályos háromszögénél.

A 4

′
. tétel szerint ehhez elég belátni, hogy bármely d átmér®j¶ konvex alakzat belefoglalható egy d/

√
3 sugarú

körbe, s ez éppen Jung tétele. (A Jung-tétel bizonyítása pedig azon az egyszer¶ tényen alapszik, hogy ha az ABC

háromszög oldalai legföljebb d hosszúságúak, akkor a háromszög belefoglalható egy legfeljebb d/
√
3 sugarú körbe.

Valóban: ha a háromszög hegyesszög¶, akkor köré írt köre legfeljebb d/
√
3 sugarú, ha nem hegyesszög¶, akkor d/2

sugarú körbe is belefoglalható. Ezek után tekintsük az X halmaz minden A pontja körül a d/
√
3 sugarú kört és jelöljük

kA-val. Ha A, B, C az X halmaz három pontja, akkor a kA, kB, kC köröknek van közös pontja: az ABC háromszöget

lefed® d/
√
3 sugarú kör közepe. Helly tétele

1

szerint ekkor az összes kA körnek van közös pontja, s az e pont körüli

d/
√
3 sugarú kör nyilván tartalmazza az összes A pontot, tehát az egész X-et.)

Most befejezésül bebizonyítjuk az 5. tételnek azt a részét, hogyminden korlátos, zárt és összefügg® X ponthalmaznak

van varázsszáma.

Legyenek B1, B2, . . ., Bn az X halmaz pontjai. Az A pontnak a t®lük vett f(A) =
1

n

n∑

i=1

BiA átlagtávolságára

teljesül, hogy 0 ≤ f(A) ≤ d, ahol d az X halmaz átmér®je. (Ez abból látszik, hogy 0 ≤ BiA ≤ d minden i-re.)
Ebb®l az A) megjegyzés alapján már következik, hogy f folytonos, korlátos függvény. Megmutatjuk, hogy f -nek van

maximuma X-ben. Legyen az f függvény értékkészletének legkisebb fels® korlátja F (F ≤ d). Minden k pozitív egész

számra van olyan Ak pontja X-nek, amelyre F − 1

k
< f(Ak). Mivel X korlátos halmaz, az A1, A2, . . ., Ak, . . .

pontsorozatnak van torlódási pontja; legyen A ilyen torlódási pont. Az A pont X-ben van, mert X zárt. Válasszuk ki

az A1, A2, . . ., Ak, . . . pontsorozatnak egy A-hoz tartó An1, An2, . . ., Ank, . . . részsorozatát. Ekkor f folytonossága

miatt f(A) = f( lim
k→+∞

Ank) = lim
k→+∞

F (Ank). Másrészt F − 1

k
< f(Ak) ≤ F , tehát lim

k→+∞
f(Ak) = F , így az A

pontnak a Bi pontoktól vett átlagtávolsága F , azaz A-ban f -nek maximuma van. Ugyanígy bizonyítható az is, hogy

van olyan A′
pont X-ben, ahol f felveszi a minimumát. Végül X összefügg®, ezért A és A′

között fut folytonos görbe

X-ben, s ezen f folytonosan változik, tehát ezen az f minden értéket felvesz a minimuma és a maximuma között. Ezzel

beláttuk, hogy tetsz®leges B1, B2, . . ., Bn pontok esetén az f átlagtávolság-függvény értékkészlete egy zárt (korlátos)

intervallum, jelöljük ezt [aB, FB]-vel, ahol B = {B1, B2, . . . , Bn}.
Az állítás, amit bizonyítani akartunk, azt állítja, hogy van egy olyan α szám, amely minden ilyen [aB, FB] in-

tervallumban benne van, akárhogyan választjuk is a B1, B2, . . ., Bn pontokat. Ehhez viszont elég belátni, hogy ha

B = {B1, B2, . . . , Bn} és C = {C1, C2, . . . , Cm} két tetsz®leges ponthalmaz X-ben, akkor aB ≤ FC , azaz a B1, B2, . . .,
Bn pontoktól vett átlagtávolság minimuma nem nagyobb a C1, C2, . . .,Cm pontoktól vett átlagtávolság maximumánál.

Tekintsük az összes BiCj szakaszok hosszának összegét és osszuk el a számukkal, n ·m-mel. Így megkapjuk a B1, B2,

. . ., Bn pontoknak a Ci pontoktól vett átlagtávolságainak az átlagát, s ez nyilván nem nagyobb a Ci pontoktól vett

átlagtávolság maximumánál, FC-nél. Másrészt ugyanennyi a C1, C2, . . ., Cm pontoknak a Bi pontoktól vett átlagtá-

volságainak az átlaga is, az meg nyilván nem kisebb a Bi pontoktól vett átlagtávolság minimumánál, aB-nél. Ezzel

1

Helly tétele azt mondja ki, hogy ha korlátos és zárt, konvex síkbeli halmazok közül bármely háromnak van közös pontja, akkor az

összesnek is van. A kA körök megfelelnek ennek a feltételeknek.
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viszont beláttuk, hogy a kapott szám aB-nél nem kisebb, FC-nél nem nagyobb, ami sak úgy lehet, ha aB ≤ FC . Ezzel
az 5. tétel bizonyítását befejeztük.

Megjegyezzük, hogy a bizonyítás semmi mást nem használ X-r®l, mint hogy bármely két pontja között de�niálva

van egy nem-negatív távolság, ami sak akkor nulla, ha a két pont azonos, és hogy igaz rá a háromszög-egyenl®tlenség:

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z), ahol d(x, y) az x és y pont távolságát jelöli. Ha X pontjai között de�niálva van egy ilyen

�távolság�-metrika, akkor X-et metrikus térnek nevezzük. X korlátos, ha belefoglalható egy pontja körüli, elég nagy r
sugarú gömbbe, ahol az X közep¶, r sugarú gömb azokból az y pontokból áll, amelyekre d(x, y) ≤ r (azaz amelyek

X-t®l legföljebb r távolságra vannak). Ekkor az A) megjegyzés érvényben marad, így X-r®l a korlátosság mellett azt

kell még megkövetelni, hogy minden végtelen pontsorozatának legyen X-ben torlódási pontja, és legyen összefügg®.

Ha e három kikötés teljesül az X metrikus térre, akkor igaz rá az 5. tétel: pontosan egy varázsszáma van. O. Gross

eredetileg ezt bizonyította. Az itt közölt bizonyítás szó szerint átvihet® a varázsszám létezésének bizonyítására ilyen

X metrikus térben.

Befejezésül néhány feladat:

1. feladat. Tekintsük az egységsugarú körvonalat és egy átmér®jét. Mi ennek az alakzatnak a varázsszáma?

2. feladat. Legyen az ABC hegyesszög¶ háromszög A, B, C súsánál a szög rendre α, β, γ. Igazoljuk, hogy a

PA sin 2α+ PB sin 2β + PC sin 2γ összeg a sík összes P pontja közül a körülírt kör közepére minimális.

3. feladat. Igazoljuk a 2. feladat segítségével a 4.2

′
következmény �hiányzó� részét, vagyis azt, hogy a háromszög

varázsszáma nem lehet a köré írt kör sugaránál kisebb.

4. feladat. Igazoljuk, hogy ha egy zárt, korlátos, konvex tartományt lefed® legkisebb kör sugara nagyobb a tartomány

átmér®jének felénél, akkor e kör kerületének legalább 3 közös pontja van a tartománnyal.

5. feladat. A 2. és 4. feladat felhasználásával igazoljuk a 4

′
-tétel még �hiányzó� részét, tehát azt, hogy egy korlátos,

zárt, konvex tartomány varázsszáma nem lehet kisebb a tartományt lefed® legkisebb kör sugaránál.
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