Megjegyzések a 2778. feladathoz

Tobben észrevették, hogy az F. 2778 feladat ,folytatasa” az F. 2641. és F. 2661. feladatoknak. Az F. 2641. feladat
azt allitotta, hogy akdrhogyan adunk meg a [0,1] zdrt intervallumon véges sok pontot, mindig taldlhaté hozzdjuk olyan
pont az intervallumban, amelynek télik vett dtlagtdvolsiga 1/2, és ugyanez az dllitds az 1/2 szam helyett mds szdmra
nem teljesil.

Megismételjiik a bizonyitast, mert a késGbbiek legtobb Stlete mar ennek az egyszert feladatnak a bizonyitésanal is
elgkeriil. El6szor is azt kell észrevenniink, hogy ha két pontot adunk meg, és ez a két pont az intervallum két végpontja,

1
akkor egy tetszleges y pontnak t6liik vett atlagtavolsaga mindig (1/2)(ly — 0|+ |y — 1) = (1/2)(y + (1 —y)) = 5 A

feladat allitasa tehat valoban csak az 1/2 szamra teljesiilhet. Masrészt legyen adva az intervallumon n pont, x1, 2,

1
., Tn. Az y pont t6liik vett f(y) atlagtavolsagara teljesiil, hogy f(y) = - (ly—z1| +ly —z2| + ...+ |y — xn|), s ez

folytonos fiiggvény (y-ban). Masrészt tetsz6leges x; pontoknak a 0-t6l és az 1-t6l vett tavolsaganak Osszege 1, ezért

1 1 .
f(0)+f(1)=E(|O—x1|+|1—x1|+|O—x2|+|1—:E2|+...+|0—:En|+|1—:vn|)=E-nzl.Igyvagyf(O): s

5;
1
ekkor a 0 pontnak az x; pontoktol vett atlagtavolsaga 1/2, vagy f(0) < 1/2, de ekkor f(1) > 58 mivel f(y) folytonos,

1
valahol 0 és 1 kozott van olyan y, amelyre f(y) = 7 A harmadik esetben, amikor is f(0) > — es fa ) ugyanez igaz.

Mindenképp taldltunk tehat egy pontot, amelynek az x1, x2, ..., z, pontoktdl vett étlagtavolsaga 1 / 2. Ezzel a tétel
bizonyitasat befejeztiik.

Nyilvanvald, hogy a fenti bizonyitas tetszGleges folytonos gorbére elmondhat6, ha két pont ,tavolsagan” a két
pont kozotti gorbeiv hosszat értjiik. Ehhez viszont sziikséges, hogy a gorbe véges hosszsagu legyen, ami nem minden
folytonos gorbére teljesiil: a hires hopehelygorbe olyan folytonos gorbe, amelynek tetszéleges két pontja kozott ,végtelen
hosszt” az iv. A kovetkezs allitast kapjuk tehat:

Ha G két (kilonbozé) végponti, véges g hosszusdgi folytonos gérbe, amely nem metszi énmagdt, akkor birmely
véges sok pontjihoz taldlhato olyan pont a gérbén, amelynek télik vett ,tdvolsig™dtlaga g/2, és a g/2 szam mdssal nem
helyettesithetd. A gorbe két pontjanak ,tavolsagan” a két pont kozotti iv hosszat értjiik.

Miel6tt tovabbmennénk, bevezetiink egy 4j kifejezést. Tegyiik fel, hogy az X ponthalmazon értelmezve van egy
Stavolsag” (ez lehet az ivtavolsag is, a szokésos sik-, ill. térbeli tavolsag is). Azt mondjuk, hogy « e ,tavolsag” mellett
vardazsszama X-nek, ha az X ponthalmaz barmely x1, x2, ..., , pontjdhoz van olyan y pont X-ben, amelynek az x1,

., Tn, pontoktol vett atlag-tavolsdga” a. El6z6 tételiink most igy fogalmazhato:

1. tétel. Egy két végponti, véges g hosszisdgu, énmagdt nem metszd folytonos gorbe egyetlen vardzsszdma: g/2.
Az F. 2778. feladat utan irt megjegyzésben (374. old.) azt is megmutattuk, hogy igaz az alabbi

2. tétel. Eqgy dnmagdba zdruld, véges g hosszusdgi, onmagdt nem metszd folytonos gorbe egyetlen vardzsszdma g/4.

Mindkét esetben az ivhosszt, illetve a rovidebbik ivhosszt értjiik tavolsagon.

E két tételt el6szor, ugy tinik, P. Nicholas vette észre.

Az alabbi cikkben O. Gross, Joan Cleary, David Yost, A. Morris és P. Nicholas nyoman e tételeket messzemenden
altalanositani fogjuk. Sziikségilink lesz néhany definiciora és meg]egyzesre

A) Ha By, Bo, ...,By, a sik (a tér) pontjai és f(A) ZAB az A pontnak télik vett dgtlagtivolsiga (egyeldre

1 1
a szokasos tavolsagot hasznaljuk),akkor f(A) folytonos fiigguénye A-nak. Ez azt jelenti, hogy minden € > 0 szamhoz

van olyan &, hogy ha AA’ < §, akkor |f(A4) — f(A')| < e. Ez egyszertien kovetkezik a haromszogegyenlStlenséghol:
|BiA - B A'| < AA,

igy

1B A— B A
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|f(A) - = AA.
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(Két pont egyméstol vett tavolsdga nem nagyobb adott n ponttol vett atlagtavolsiguk kiilonbségénél.) Igy 6 = ¢
valasztassal éppen a kivant allitast kapjuk.

Az X ponthalmaz korldtos, ha van olyan kor a sikban, ill. gomb a térben, amely 6t tartalmazza. Ekkor X barmely
két pontjanak tavolsaga legfoljebb akkora, mint a kor, ill. gomb atmérdje. X dtmérdje az a legkisebb d szdm, amely-
re igaz, hogy X semelyik két pontjanak tavolsdga nem nagyobb d-nél. Az X ponthalmaz zdrt, ha minden torlodasi
pontjat tartalmazza. (Az X ponthalmaznak a P pont akkor torlodasi pontja, ha hozza tetsz6legesen kozel van X-nek
P-t6l kiilonb6z6 pontja.) Ismert tény, hogy korlatos ponthalmaz barmely végtelen Py, Ps, ..., P, ... pontsorozatéi-
nak van torlédasi pontja. Ha a ponthalmaz zart, akkor e torlodési pontot tartalmazza is. Ebbdl adodik kovetkezd
megjegyzésiink:



B) Ha X korldtos, zdrt ponthalmaz, akkor barmely végtelen Py, Py, ..., Py, ... pontsorozatinak van X -ben torldddsi
pontja.

Ebbdl viszont kovetkezik a harmadik megjegyzésiink:

C) Ha az X korldtos, zdrt halmaz dtmérdje d, akkor van olyan P és ) pont X -ben, amelyek tdvolsiga éppen d.
(Ha nem ad félreértésre okot, az ilyen PQ szakaszt is X atmérdjének fogjuk nevezni.)

Minden n-re van ugyanis olyan P, és @Q,, X-ben, amelyre P,,Q,, > d — 1/n. Ekkor azonban a Py, P, ..., P,, ...
sorozat barmely P és a Q1, Q2, ..., @Qn, ... sorozat barmely @ torlodési pontjara (a tavolsag folytonossaga miatt)
PQ > d. Mivel X zart, P is,  is benne van, s mivel X atmérsje d, ezért PQ < d. Igy PQ = d, amit bizonyitani
akartunk.

Most ratériink tulajdonképpeni téménkra. Els§ 4j tételiink mar nagyon altaldnos ugyan, de még a ,metrikus”
(tavolsaggal Osszefliggs) tulajdonsagokon tul més geometriai tulajdonsagokat is figyelembe vesz:

3. tétel. Ha az X kozéppontosan szimmetrikus, korldtos, zdrt, konvex (sik- vagy térbeli) tartomdny dtmérdje d,
akkor egyetlen vardzsszdma van, d/2.

(Megjegyezziik, hogy az 1. tétel levezethet ebbdl a tételbdl, ha a gorbe helyett olyan ,szakaszt” tekintiink, ahol
,hem egyenletes a tavolsag”.)

A 3. tételbdl kovetkezik jo néhany egyszeri sik-, ill. térbeli alakzat varazsszama:

B. 1. kovetkezmények: A szokdsos sik-, ill. térbeli tavolsig mellett
az v sugari kérlemez egyetlen vardzsszdma v, az ellipszistartomdnyé o fél nagytengely;

az egységoldali négyzetlap egyetlen vardzsszdma 1/\/5, az a és b oldali téglalapé (1/2)v/ a? + b?;
VETETE
5 .

a (tomér) egységkocka egyetlen vardzsszama V/3/2, az a, b, ¢ éld tomor téglaé

a szabdlyos 2n-szégtartomdny egyetlen vardzsszama a legnagyobb dtlo fele.
A 3. tétel nem ad felvildgositast a szabalyos 2n + 1-sz6grél, igy a szabalyos haromszogrél sem.

Tételiink bizonyitasahoz sziikségiink van néhany egyszerd megjegyzésre:
D) Korldtos zdrt halmaznak nincs az dtmérd felénél kisebb vardzsszdma.

1
Ha ugyanis PQ a halmaz atmérGje, akkor tetszdleges A pontnak e két ponttol vett atlagtavolsaga §(PA +QA) >

§PQ a haromszogegyenlétlenség szerint. E két ponttdl vett atlagtavolsag tehat nem kisebb az atmérd felénél.

E) Ha egy halmaz belefoglalhato egy v sugarid kérbe (ill. gombbe), és tartalmazza annak kézéppontjdt, akkor nincs
r-nél nagyobb vardzsszama.

Ha ugyanis O e kor, ill. gobmb koézepe, akkor tetszéleges A pontnak O-t6l vett atlagtavolsaga”, azaz tavolsiga
legfoljebb 7.

A D) és E) megjegyzések alapjan

F) ha egy korldtos és zdrt halmaz dtmérdje d, és belefoglalhato egy d/2 sugari korbe (ill. gombbe), tartalmazza
ennek a kozéppontjdt, akkor csakis d/2 lehet a vardzsszdma.

F)-bol még nem kovetkezik, hogy d/2 valoban varazsszama a halmaznak.

Térjiink most vissza a 3. tétel bizonyitasara. Legyen X kozéppontosan szimmetrikus, korlatos és zart halmaz és
legyen O a kozéppontja. Legyen X atmérdje d, és rajzoljunk O koré d/2 sugara kort, ill. gombdt. Ez a kor (ill.
gbmb) az egész X halmazt tartalmazza. Ha ugyanis X valamely P pontja ,kilogna’, arra OP > d/2 teljesiilne. De
P-nek O-ra vonatkozd P’ tiikorképe is X-hez tartozik, masrészt PP' = 20P > d volna, ami ellentmondés. Ha tehét
X kozéppontosan szimmetrikus, korlatos és zart, akkor teljesiil ra az F) megjegyzés feltétele, igy csakis d/2 lehet a
varazsszama.

Azt kell még belatnunk, hogy d/2 valoban varézsszama X-nek. Mivel X belefoglalhato egy O kézéppontu, d/2
sugaru korbe, ill. gémbbe, igy X minden atmérdje dtmérGje ennek a kornek (ill. gombnek) is. Ha tehat PQ az X
halmaz egy atmérgje, akkor O felezépontja a PQ-nak. Legyenek most By, Ba, ..., By, az X halmaz pontjai, és PQ
egy atmérS. PB; + QB; > PQ = d minden B; pontra, igy P-nek a B; -kt6l vett atlagtavolsdga és Q-nak a B;-kt6l
vett atlagtavolsaga Osszesen legalabb d:

n
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Ebbdl viszont kovetkezik, hogy P és @ egyikének, pl. P-nek a B;-ktdl vett atlagtavolsaga legalabb d/2. Az is vilagos,
hogy OB; < d/2, tehat O-nak a B;-ktdl vett atlagtavolsaga legfoljebb d/2. Ha A végigfut az OP szakaszon, akkor
A-nak a B;-kt6l vett atlagtavolsiga az A) megjegyzés szerint folytonosan valtozik. Valahol O és P kozott tehat van
olyan A pont, amelyre felveszi a d/2 értéket.

A bizonyitéas ezzel — majdnem — kész is van. Azt kell még belatnunk, hogy A valoban X-ben van. Azt tudjuk, hogy
a P pont X-ben van, és ) is. Eddig nem hasznaltuk, hogy az X halmaz konvex. Ezt felhasznélva viszont kapjuk, hogy
a PQ szakasz minden pontja X-ben van, és A rajta van ezen a szakaszon. Ezzel a 3. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Emlitettiik mar, hogy a 3. tétel nem elég a szabalyos 2n + 1-szogtartomany varazsszdmanak megallapitasahoz.
Az altalanos haromszoglap varazsszamahoz sem elég. Most egy altalanosabb, Szekeres Gyirgytdl és Szekeres Esztertdl



szarmazo tételt fogunk bebizonyitani, ami legalabbis a szabalyos 2n + 1-szdglap és a nem-hegyesszogli haromszoglap
esetére jo:

4. tétel. Ha X korldatos, zart, sikbeli konvex halmaz, és a legkisebb, X -et lefedd kéor sugara r, akkor r vardzsszama
X -nek.

E tételbsl mar egyszerien adodik az alabbi:

4.1. kévetkezmények: A derékszogi hdromszoglap egyetlen vardzsszama az dtfogo fele.

A tompaszdgi haromszoglap egyetlen vardzsszima a leghosszabb oldal fele.

Ha ugyanis a haromszog nem hegyesszogi, akkor a leghosszabb oldala mint dtmérg folé irt kor lefedi az egész
haromszoget, s ez nyilvan az egész haromszoget lefeds legkisebb kor. Méasrészt a haromszog atmérdje a legnagyobb
oldala, igy az F) megjegyzés szerint csakis a leghosszabb oldal fele lehet varazsszam, s a 4. tétel szerint ez valoban
vardzsszama a nem-hegyesszogli haromszognek.

Hegyesszogi haromszogre ugyanez a bizonyitas kevesebbet ad:

4.2. kovetkezmény: A hegyesszogi hdromszognek a koré irt kér r sugara vardzsszdma, €s nincs r-nél nagyobb va-
rdzsszama.

Az E) szerint ugyanis nincs r-nél nagyobb varazsszama, és a 4. tétel alapjan r valoban vardzsszama, hiszen a
hegyesszogi haromszoget lefedd korok koziil a koré irt kor a legkisebb.

4.8. kiévetkezmény: A szabdlyos hdromszdg egyetlen vardzsszama a kéré irt kor sugara.

A koreé irt kor a legkisebb a szabalyos sokszoget lefeds korok kozt, tehat a 4. tétel szerint ennek r sugara valéban
vardzsszam. Az E) megjegyzés szerint nincsen r-nél nagyobb varazsszama. Végiil, ha a sokszog cstcsait valasztjuk
pontoknak, akkor egy tetszSleges pontnak t6liik vett tavolsdgosszege — s igy atlagtavolsaga is — a szabalyos sokszog
kozéppontjaban minimaélis az ismert tétel szerint; igy tetszéleges pontnak a csticsoktol vett atlagtavolsaga legalabb r.
Nincs tehat r-nél kisebb varazsszam sem.

Most ratériink a 4. tétel bizonyitasara:

Legyen O a legkisebb, X-et tartalmazo kor kozepe. (Hogy ilyen van, azt ahhoz hasonléan lehet belatni, ahogyan
C)-t bizonyitottuk.)

Tegyiik fel, hogy Bi, Ba, ..., B, az X halmaz pontjai, és legyen S a silypontjuk. Tekintsiik a legkisebb, S
kozépponta kort, amely az egész X halmazt lefedi. Ilyen nyilvan van, és a sugara legalabb r. Az X halmaz zartsaga
miatt talalhato a koron X -beli pont (ez megint C)-hez hasonléan bizonyithato); legyen egy ilyen pont C. Ekkor C'S > r
és

— —— —— ——
B B B, B B,
OS:|C@|: CB,+C 2n+ +C S|C 1|+n+|C |,

tehat a C' pontnak a B; pontoktol vett atlagtavolsaga legalabb r. Masrészt az O pontnak a B; pontoktol vett atlag-
tavolsaga legfeljebb r, hiszen OB; < r minden B;-re. Minthogy az atlagtavolsag folytonos (lasd az A) megjegyzést),
ezért van olyan A pont az OC szakaszon, amelynek a B; pontoktol vett atlagtavolsaga éppen 7.

A bizonyitassal ismét csak majdnem vagyunk készen. Be kell még latnunk, hogy A az X halmazban van. A C pontroél
ezt tudjuk, igy X konvexitasa miatt elég megmutatni, hogy O is X-ben van. Ez azonban most korédntsem olyan magatol
értet6ds. (Lattuk pl., hogy a tompaszogi haromszog esetében O a haromszog hataran van.) A kévetkezs segédtételt
fogjuk e célbol bizonyitani:

G) Ha X konvez, zdrt, korldtos tartomdny a sikban, akkor az X -et lefedd legkisebb kior kézéppontja X -ben van.

1. dbra

Legyen k a legkisebb lefedd kor, és legyen O a kdzéppontja; legyen tovabba KK’ a kor egy tetszéleges atmérdje. Ha
K K'-n nincs pontja X-nek, akkor X a konvexitdsa miatt teljes egészében a KK’ egyenes egyik oldalan van. X zart,
igy minden tamaszegyenesén van pontja. A K K’ ezek szerint nem tamaszegyenes. Hazzuk meg a K K'-vel parhuzamos,
K K'-héz kozelebbi tamaszegyenest. Ez L és L' pontokban metszi a kort (1. abra). Ekkor az egész X benne van abban
a tartomanyban, amelyet az LL’ szakasz és a révidebbik LL’ koriv hatéarol. Ennek a tartoménynak az atmérsje LL’, és
az LL' mint atmérd folé rajzolt kor teljesen lefedi. Igy nem k a legkisebb az X-et lefedd korok koziil, hiszen LL' < KK'.
Ez az ellentmondéas bizonyitja, hogy a k kor minden 4tméréjén van pontja X-nek. Ha az OK az és OK’ szakaszon is
van pontja, akkor X tartalmazza ezek Osszekots szakaszat (hiszen konvex), igy az O pontot is.



Tegyiik fel tehat, hogy pl. OK’'-n nincs pontja X-nek. Forgassuk el az OK’ sugarat O koriil pozitiv és negativ
irAnyban addig, amig nem keriil r4 X-nek egy-egy pontja. X zartsiga miatt van egy els6 olyan helyzete a sugarnak,
amikor tartalmazza X valamely pontjat. Legyen ez a helyzet pozitiv irAnyban az OM, negativ irdnyban az OM’ sugér
(2. abra). OM egy X-hez tartozo pontja legyen P, OM' egy X-hez tartozo pontja legyen P’. Ha a K'-t tartalmazo
MOM’'< < 180°, akkor PP’ metszené OK'-t. De a konvexitas miatt PP’ minden pontja X-ben van, igy OK’-nek is
lenne kozds pontja X-szel. Ha MOM’'<t > 180°, akkor az MOM' szdg szdgfelezSjére O-ban htzott meréleges olyan
atmérGegyenese volna a kornek, amely X egyetlen pontjat sem tartalmazna (mivel az egész X a konvex MOM’
szogtartoméany belsejében van). Ez viszont, mint lattuk, lehetetlen. Igy marad az az eset, ha MOM’< = 180°. Ekkor
a PP’ szakasz tartalmazza O-t, a PP’ szakaszt pedig tartalmazza X . Ezzel llitasunkat belattuk.

Itt jegyezziik meg, hogy még nehezebb a fenti allitds térbeli megfelelGjét bizonyitani, ami viszont sziikséges a
kovetkez6 — egyébként a 3. tétellel teljesen megegyezben igazolhaté tételhez:

3. tétel: Ha X korldtos, zdrt és konvex térbeli ponthalmaz, és v a legkisebb, X -et lefedé gomb sugara, akkor v
vardzsszama X -nek.

Térjiink most vissza az F. 2661. feladathoz, ami a kovetkez6 — J. Clearytdl szarmazoé — tétel bizonyitasat kovetelte
(ahol X méar nem konvex):

2++3

4. tétel: Az a oldalu szabdlyos hdaromszig keriiletének vardzsszdma a, ha a pontok tdvolsdigain a rendes sikbeli
tdvolsdgot értjiik.

Ennek bizonyitasdhoz legyen a PQR szabalyos haromsz6g harom cstcsa a harom kivalasztott pont, és legyen A pl.

3 .
a PQ oldal egy tetsz6leges pontja (3. abra). Ekkor AP + AQ = PQ =a és AR > ga, a haromsz6g magassaga. Igy

1 3 243
az A pontnak P, @), R pontoktol vett atlagtavolsaga legaldbb 3 <a + £a) = 6\/_

a.

2

R

3. dbra

Ennél kisebb varazsszam tehat nincsen. Legyen masrészt Fy, Fo, F3 rendre a PQ, QR, RP oldal felez&pontja, és legyen
A pl. a PFy szakasz pontja. Ekkor AF3 < AP + PF3, igy AFy + AF3 < F1 P + PF;5 = a, mésrészt PAF><t > 120°
(ha létrejon), igy a PAF; haromszogben (ha létrejon) PFy > AF,. Ha a haromszog nem jon létre (azaz A = P),

3
akkor PFy = AF,. Mindenképpen azt kapjuk, hogy AF; < ga (= PFy), s igy A-nak az Fy, F», F3 pontoktol vett

atlagtavolséga legfeljebb
Ll V3| 21 V3
3 2 ) 6

Végiil legyenek By, Bs, ..., B, a keriilet tetszGleges pontjai. Az Fy, Fy és F3 pontoknak B;-t6l vett tavolsagosszege

2+v3
— mint lattuk — legfeljebb V3

a, igy az Iy, az Fy és az F3 pontoknak a B;-kt6l vett tavolsagainak Osszege is



legf6ljebb ennyi:

1 — 1 — 1 « 1 &
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n-¥a72+\/§

n T~ T ¢

<

2+v3
Ebbédl kovetkezik, hogy valamelyik F;-nek, pl. Fi-nek a B;-kt6l vett atlagtavolsaga legfoljebb V3

2+43

a keriileten F -t6l ezen pontig (ezt kétféle tton is teheti), akkor a B;-ktdl vett atlagtavolsdga az A) megjegyzés szerint

a. Ugyanigy

lathato be, hogy P, @, R valamelyikének a By, ..., B,-t6l vett atlagtavolsaga legalabb a. Ha az A pont végigfut

folytonosan valtozik, igy valahol pontosan a lesz az atlagtavolsag.

A tétel allitasanal — csakigy, mint a hozza nagyon hasonlo 2. tétel esetén — kicsit tobbet bizonyitottunk: az egyetlen

varazsszam a

a, és minden By, Bs, ..., B, ponthalmazhoz legaldbb két olyan A pont van, amelynek t6liik vett

2+3

Most gondoljuk végig, mi kellett a 4. tétel bizonyitasahoz. Az X halmaz tovabbra is korlatos és zart volt, de most
a konvexitas nem teljesiilt. Fontos volt viszont, hogy X béarmely két pontja kozott vezetett folytonos ut X-ben. Az
ilyen X halmazokat dsszefiigginek nevezziik. D. Gross még 1964-ben valoban bebizonyitotta, hogy ,ennél tobb nem is
kell”.

5. tétel. Ha X korldtos, zdrt és dsszefiiggd ponthalmaz, akkor pontosan egy vardzsszama van.

atlagtavolsaga a.

A tétel két dolgot allit. Egyrészt azt allitja, hogy X-nek van vardzsszama, masrészt azt, hogy csak egy varazsszama
van. Ez utébbi bizonyitasahoz nagyon erds mértékelméleti segédeszkozok kellenek, elemi bizonyitas nem ismert ra. Igy
az 5. tételnek csak egy részét fogjuk igazolni, hogy X-nek a fenti feltételek mellett van varazsszama. Mar ebbdl is tobb
szép eredmény kovetkezik. ElGszor ezeket mutatjuk meg. (az itt kovetkezs 6. és 7. tétel is J. Clearyt6l valo).

6. tétel. Az egységoldali négyzet keriletének vardzsszima , ha két pont tdvolsdgan a szokdsos sikbeli tavolsdgot

értjik.
S F R
Fe IFZ
P A E Q
4. dbra
Mivel tudjuk, hogy van varazsszam (hiszen X korlatos, zart és Osszefliggd), elég azt belatni, hogy sem -nél

nagyobb, sem annal kisebb nem lehet. Legyen PQRS a négyzet, és valasszuk ki mindjart a négy cstcsat. Legyen a

keriilet egy tetszéleges pontja A. Feltehets, hogy A pl. a PQ oldalon van. Ekkor PA+QA = PQ = 1. Mésrészt AS+AR
5 .

a PQ oldal F felez6pontjara minimalis (4. abra), ezért AS + AR > 2% =+/5=F S+ FR. Igy A atlag tavolsaga a

1+

csucsoktol legalabb , tehdt a vardzsszdm sem lehet ennél kisebb. Legyen most Iy, Fy, Fs, Fy rendre a PQ, QR,
RS, SP oldalnak a felez6pontja, és A legyen pl. a PF; szakasz pontja. Ekkor AFy < AP + PFy, igy AF} + AF, <

b)
PF, + PF, = 1 Mésrészt az APF3 haromszogben (ha létrejon) PAF< > 90°, igy PF3 = 3 > AFj5, s ugyanigy

V5

AF;, < PFy, = - (Ha A = P, akkor mindkeét helyen egyenldség 4ll.) Igy az A pontnak az oldalfelez6pontoktol vett
1++5

atlagtavolsaga legfeljebb , tehdt a vardzsszam sem lehet ennél nagyobb.

+V5

lehet.

Ezzel belattuk, hogy a varazsszam csak



Megjegyezziik, hogy ez a bizonyitas is befejezhets lett volna ugyanigy, mint a szabalyos haromszog esetében, nem
kellett volna az 5. tételre hivatkozni.
A 4. és 6. tétellel teljesen analég moédon szamithato ki minden szabalyos sokszog keriiletének a vardzsszama:

< 27 2k 2(k—1)7r>1/2
—Z —cos——c §$—— —Ccos ————— :
n n

ha a szabalyos n-szogrél van szé, és a koré irt kor sugara 1.
Végiil ugyancsak J. Cleary bizonyitotta a kdvetkezs, valamivel méar triikk6sebb tételt is:

7. tétel. Az a, b oldali téglalap keriletének (a sikon mért tdvolsdg mellett) az egyetlen vardzsszima (a++/ 4% + a?) /4,
ha a > b.

8. tétel. A kirvonal vardzsszama (a sikon mért tdvolsiggal) 2d/m, ahol d a kor dtmérdje.

A 7. tétel bizonyitasat az Olvaséra hagyjuk. Megjegyezziik viszont, hogy a sokszogek, s6t még a konvex sokszogek
keriiletére sem ismert olyan altaldnos tétel, mint amilyet a konvex sokszogtartomanyokra ad a 4. tétel.

A 8. tételt S. A. Morris és P. Nickolas bizonyitotta. Ok szamitottak ki a gémb felszinének a varazsszamat is, ez —
d atmeérd esetén — 2d/3. Az n-dimenzios gomb felszinének varazsszamat is meghatéaroztak. Ez n = 2, 3, 4, 5-re rendre
2d/m (lasd a 8. tételt), 2d/3, 32d/15m, 72d/105. Mi most az n = 2 esetet, tehat a 8. tétel bizonyitasat mutatjuk be.
Felhasznaljuk az 5. tételnek itt bizonyitasra nem keriil6 részét is, mert ez lényegesen egyszertisiti dolgunkat: azt kell
csak belatnunk, hogy 2d/m varazsszam. Nyilvan feltehets, hogy d = 2. Rogzitsiink az egységsugariu, O koézépponta kor

keriiletén egy K ,kezdGpontot”, és egy irdnyitést a koron. Legyenek tovabba a koron a By, Bs, ..., B, pontok és egy
AB; — —
A pont. Az AB; tavolsag nyilvan 2 sin | 5 l|, ahol |AB;| az AB; (iranyitott) koriv hossza, vagyis a B;OA iranyitott

sz0g radidnokban mért nagysaganak abszolut értéke. Ha tehat B,OK< = §;, AOK< = « (irdnyitott szogek, 0 < j;,
a— D
| 2ﬂ |, (5. abra).

a < 2m), akkor AB; = 2sin

5. dbra

n

Igy az A pontnak a B; pontoktol vett atlagtavolsaga: f(A Z

ugy, hogy a = AOK < 0-tol 27-ig valtozik. Az integralkozép tetel_e szerint lesz olyan helyzete, ahol

27 2
f(t) 2« (. |t=8i
(1) floy= | TZat= 3" [sin - Tlat =
0/ 2 2mn i_lo/ 2

1
Az 6sszegben minden integral egyenls, hiszen mindegyiknél az — AB; tavolsagot kell ,korbeintegralnunk” a koron egy

fix B; pontra, és nyilvan mindegy, hogy ez a B; pont hol helyezkedik el. Ezért mindegyik integral értéke annyi, mint
ha B; a K pontban volna, azaz §; = 0 volna, tehat

2T T
t t
/sin%dt = 2/sin §dt =4.
0 0
Azt kaptuk, hogy (1) jobb oldala
1 4
=1,
nmw T



4
tehat van olyan « pont a korén, amelyre f(«a) = —.
T
Megjegyezziik, hogy itt is ,meg lehetne tszni” az 5. tétel ,keményebb” felére valé hivatkozast. Ha ugyanis a B,
Bs, ..., B, pontokat egy szabalyos n-sz0g cstucsainak valasztjuk a koron, akkor egy tetszéleges A keriileti pontnak

2
2 t 4

a B;-ktol vett atlagtavolsaga mar (n névekedésével) tetszblegesen kozel keriil a — / sin%dt = — értékhez. Ennek

T T

végiggondolasat az Olvasora bizzuk. ’

Miel6tt az 5. tétel elsé felét bizonyitanank, térjiink vissza a 4. tételhez és kdvetkezményeihez. A haromszogtartoma-
nyok koziil csak a nem-hegyesszogiieket tudtuk teljesen elintézni. A hegyesszog haromszogekrdl csak annyit lattunk
be, hogy a koré irt kor sugara varazsszam, és nagyobb nincs. Az 5. tétel ,erésebbik” része szerint azonban pontosan
egy vardzsszam van. Altalaban is igaz a kovetkezs:

4 tétel. Ha X korldtos, zdrt, konver sik- vagy térbeli halmaz és az X -et lefedd legkisebb kir (ill. gomb) sugara T,
akkor X egyetlen vardzsszdma r.

4.2 kovetkezmeény. A hegyesszigi hdromszog egyetlen vardzsszdma a koré irhatd kor sugara.

E két allitasra is adhatnank elemi bizonyitast; javasoljuk az Olvasénak, hogy probalkozzon meg vele! Hiszen ,most
mar nem sok” hidnyzik hozza.

Befejezésiil a 4. tételnek még egy érdekes kovetkezményét emlitjiik meg. Ha X tetsz6leges, sikbeli, korlatos, zart és
Osszefiiggs halmaz, akkor varazsszama az E) és G) megjegyzés alapjan legfoljebb d, hiszen belefoglalhato egy tetszbleges
pontja koriili d sugart korbe, masrészt legalabb d/2 a D) megjegyzés szerint. Az belathato, hogy pontosan d sem lehet,
tehat a [d/2, d) balrol zért, jobbrél nyitott intervallumba esik. Altalaban ennél tobbet azonban nem tudunk mondani.
Ha viszont csak konvex halmazokra szoritkozunk, akkor a felsé korlat lényegesen lejjebb szorithato:

3 B
9. tétel. Ha X konvez, sikbeli, zdrt, d dtmérdji tartomdny, akkor vardzsszima d/2 és — kézé esik. Igy egyetlen

ilyen X halmaz vardzsszdama sem nagyodd, a d oldali (atmérdji) szabdlyos hdaromszogénél.

A 4. tétel szerint ehhez elég belatni, hogy barmely d atmérdji konvex alakzat belefoglalhaté egy d/v/3 sugari
korbe, s ez éppen Jung tétele. (A Jung-tétel bizonyitasa pedig azon az egyszerd tényen alapszik, hogy ha az ABC
haromszog oldalai legfoljebb d hosszusaguak, akkor a haromszog belefoglalhaté egy legfeljebb d/ V3 sugaru korbe.
Valoban: ha a haromszog hegyesszogi, akkor koré irt kore legfeljebb d/ V3 sugart, ha nem hegyesszogt, akkor d/2
sugart korbe is belefoglalhato. Ezek utan tekintsiik az X halmaz minden A pontja koriil a d/ V3 sugaru kort és jeloljiik
ka-val. Ha A, B, C az X halmaz harom pontja, akkor a k4, kp, k¢ koroknek van kdzos pontja: az ABC haromszoget
lefeds d/ V3 sugaru kor kozepe. Helly tételd szerint ekkor az Osszes k4 kornek van kozos pontja, s az e pont koriili
d/\/§ sugart kor nyilvan tartalmazza az 6sszes A pontot, tehat az egész X-et.)

Most befejezésiil bebizonyitjuk az 5. tételnek azt a részét, hogy minden korldtos, zdrt és dsszefiiggd X ponthalmaznak
van vardzsszama.

1 n
Legyenek Bi, Bs, ..., By, az X halmaz pontjai. Az A pontnak a t6lik vett f(A4) = ﬁZBiA atlagtavolsagara
i=1
teljesiil, hogy 0 < f(A) < d, ahol d az X halmaz atmér&je. (Ez abbol latszik, hogy 0 < B;A < d minden i-re.)
Ebbdl az A) megjegyzés alapjan mar kovetkezik, hogy f folytonos, korlatos fliggvény. Megmutatjuk, hogy f-nek van
maximuma X-ben. Legyen az f fiiggvény értékkészletének legkisebb felss korlatja F' (F' < d). Minden k pozitiv egész

1
szamra van olyan Ay pontja X-nek, amelyre F' — Z < f(Ag). Mivel X korlatos halmaz, az Ay, As, ..., Ak, ...

pontsorozatnak van torlodasi pontja; legyen A ilyen torlodasi pont. Az A pont X-ben van, mert X zart. Valasszuk ki
az Ay, Ao, ..., Ak, ... pontsorozatnak egy A-hoz tartdé A,q, Ana, ..., Ang, ... részsorozatat. Ekkor f folytonossaga

1
miatt f(A) = f(kglfoo Ank) = kEToo F(A,y). Masrészt F — 7 < f(Ax) < F, tehat kEToof(Ak) = F,igyaz A

pontnak a B; pontoktdl vett atlagtavolsaga F', azaz A-ban f-nek maximuma van. Ugyanigy bizonyithato az is, hogy
van olyan A’ pont X-ben, ahol f felveszi a minimumat. Végiil X 6sszefiiggs, ezért A és A’ kozott fut folytonos gorbe
X-ben, s ezen f folytonosan véltozik, tehat ezen az f minden értéket felvesz a minimuma és a maximuma, kozott. Ezzel
belattuk, hogy tetszdleges B1, Ba, ..., B, pontok esetén az [ dtlagtdvolsdg-fiigguény értékkészlete egy zdrt (korldtos)
intervallum, jeloljik ezt [ap, Fgl-vel, ahol B = {By, Ba,...,B,}.

Az allitas, amit bizonyitani akartunk, azt allitja, hogy van egy olyan « szam, amely minden ilyen [ap, Fj5] in-
tervallumban benne van, akdrhogyan valasztjuk is a Bj, Bs, ..., B, pontokat. Ehhez viszont elég belatni, hogy ha
B={B1,Bs,...,B,} és C ={Cy,C4,...,Cp} két tetszbleges ponthalmaz X-ben, akkor ap < F¢, azaz a By, Bo, ...,
B,, pontoktol vett atlagtavolsdg minimuma nem nagyobb a Cy, Cs, .. .,C,, pontoktol vett atlagtavolsdg maximumanél.
Tekintsiik az 6sszes B;C; szakaszok hosszédnak Osszegét és osszuk el a szamukkal, n - m-mel. Igy megkapjuk a B;, Bs,

.., By, pontoknak a C; pontoktol vett atlagtavolsagainak az atlagat, s ez nyilvan nem nagyobb a C; pontoktol vett
atlagtavolsdg maximumaéanal, Fe-nél. Méasrészt ugyanennyi a Cy, Co, ..., C,, pontoknak a B; pontoktdl vett atlagta-
volsagainak az atlaga is, az meg nyilvidn nem kisebb a B; pontoktdl vett atlagtavolsdg minimumanal, ag-nél. Ezzel

!Helly tétele azt mondja ki, hogy ha korlatos és zart, konvex sikbeli halmazok koziil barmely haromnak van kozos pontja, akkor az
Osszesnek is van. A k4 korok megfelelnek ennek a feltételeknek.



viszont belattuk, hogy a kapott szam ap-nél nem kisebb, F¢-nél nem nagyobb, ami csak agy lehet, ha ap < F¢. Ezzel
az b. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Megjegyezziik, hogy a bizonyitas semmi mast nem hasznal X-r6l, mint hogy barmely két pontja kdzott definidlva
van egy nem-negativ tavolsag, ami csak akkor nulla, ha a két pont azonos, és hogy igaz ra a haromszog-egyenl&tlenség:
d(z,y) + d(y,z) > d(x, z), ahol d(z,y) az = és y pont tavolsagat jeloli. Ha X pontjai kozott definidlva van egy ilyen
Hbavolsadg’-metrika, akkor X-et metrikus térnek nevezziik. X korlatos, ha belefoglalhato egy pontja koriili, elég nagy r
sugart gombbe, ahol az X kozept, r sugaru gomb azokbol az y pontokbol all, amelyekre d(x,y) < r (azaz amelyek
X-t61 legtoljebb r tavolsagra vannak). Ekkor az A) megjegyzés érvényben marad, igy X-rol a korlatossag mellett azt
kell még megkdovetelni, hogy minden végtelen pontsorozatidnak legyen X-ben torlodasi pontja, és legyen Osszefiiggs.
Ha e harom kikotés teljesiil az X metrikus térre, akkor igaz ra az 5. tétel: pontosan egy varazsszama van. 0. Gross
eredetileg ezt bizonyitotta. Az itt kozolt bizonyitas sz6 szerint atvihets a vardzsszam létezésének bizonyitasara ilyen
X metrikus térben.

Befejezésiil néhany feladat:
1. feladat. Tekintsiik az egységsugart korvonalat és egy atmérdgjét. Mi ennek az alakzatnak a vardzsszama?

2. feladat. Legyen az ABC hegyesszogl haromszog A, B, C csucsanal a szog rendre «, 3, 7. Igazoljuk, hogy a
PAsin2a + PBsin 25 + PC'sin 2y Osszeg a sik Osszes P pontja koziil a koriilirt kor kézepére minimalis.

3. feladat. Igazoljuk a 2. feladat segitségével a 4.2" kovetkezmény ,hianyzé” részét, vagyis azt, hogy a haromszog
vardzsszama nem lehet a koré irt kor sugaranal kisebb.

4. feladat. Igazoljuk, hogy ha egy zart, korlatos, konvex tartoményt lefedd legkisebb kér sugara nagyobb a tartomany
atmeérgjének felénél, akkor e kor keriiletének legalabb 3 k6zos pontja van a tartomannyal.

5. feladat. A 2. és 4. feladat felhasznalasaval igazoljuk a 4'-tétel még ,hidnyzo” részét, tehat azt, hogy egy korlatos,
zart, konvex tartomény varazsszama nem lehet kisebb a tartomanyt lefeds legkisebb kor sugaranal.



