A sokszogek atdaraboldsanak vizsgalata egy sor érdekes kérdést vet fel, az alabbi cikkben ezek koziil mutatunk
be néhanyat. Az atdarabolés itt azt jelenti; az egyik sokszoget véges sok részre osztjuk, melyek maguk is sokszogek,
majd ezek egybevagd példanyaibol 6sszedllitjuk a masikat. Egyszeri atdarabolasi feladatokkal valészintleg mindenki
talalkozott az altalanos iskoldban, hiszen az alapvets teriiletszamitéasi képleteket igy szokas bizonyitani.

1. Bolyai és Gerwien tételd]

Az elsé tétel arra az altalanos esetre vonatkozik, amikor semmilyen megszoritas nincsen azokra a részekre, amelyekre
az egyik alakzatot felvagjuk, sem pedig azokra az egybevagodsagi transzformécidkra, amelyek az els§ alakzat részeit a
méasodik alakzat megfelel§ részeibe viszik. A tételt Bolyai Farkas fedezte f6l — és téle fiiggetleniil masok is — és azt
mondja ki, hogy:

Barmely két egyenld teriiletid sokszog dtdarabolhato egymadsba.

A feltétel nyilvan sziikséges. A tétel allitasa egyaltalan nem nyilvanvalo, de hogy miért nem az, az még sokkal
kevésbé nyilvanvalo: tudniillik nem igaz a térbeli megfelelGje.

A tételt tobb lépésben bizonyitjuk. Els6 1épésben megmutatjuk, hogy minden haromszog atdarabolhaté egy tégla-
lapba.

A bizonyitas leolvashat6 az 1. abrarol. Ugyelniink csak arra kell, hogy a magassag a haromszog belsejében haladjon,
ami viszont teljesiil, ha a legnagyobb oldalhoz tartozé magassagot rajzoljuk meg.
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1. dbra

Erdemes felfigyelni arra, hogy az eljaras soran csak kétfajta mozgatast hasznaltunk: a trapézt helyben hagytuk, a
két haromszoget pedig elforgattuk 180°-kal.

A masodik lépés annak bizonyitasa, hogy két azonos teriiletd téglalap ugyancsak atdarabolhaté egymaésba, még-
hozza szerencsés esetben 3 rész felhasznalasaval.

Legyen tehat az a x b és a ¢ x d oldala téglalapok teriilete egyenls, helyezziik el ket a 2. Abran lathaté moédon,
és vagjuk szét a szaggatott v ,,at16” mentén. Az a - b = c - d feltétel nyilvanvald kdvetkezményeként — gondolja meg az
Olvas6 — mind a satirozott 1 és 1’, mind pedig a 2 és 2’ derékszogt haromszogek egybevagoak. (Utobbiak kdzds része
az Otszoget téglalappa kiegeészits kis derékszogi haromszog.)
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2. abra

Vegyiik észre, hogy most csak az eltolast és helybenhagyast hasznaltuk, a részek szadma pedig ismét harom volt.
A fenti eljaras azonban csak akkor alkalmazhato, ha az oldalaknak az dbran P vel jelolt metszéspontja a v egyenes
felett van. Ez sajnos nem teljesiil, ha valamelyik téglalap tudl keskeny. Ezen azonban konnyt segiteni. Gondolja meg az
Olvaso, hogy a 2. abra elrendezése mindig megkaphato, ha a két téglalap oldalainak aranya 1 és 2 kozé esik. Ezt dgy
biztosithatjuk, ha a szereplé téglalapokat el6bb atdaraboljuk a 3. abran lathaté 1épést megfelelGen sokszor elvégezve.

Lp. Gerwien német matematikus 1832ben, Bolyai Farkassal egy id6ben publikalta a tételt. A tétel els6 felfedez§je W. Wallace angol
matematikus volt; 6 mar 1807-ben kozolte ezt az eredményt.



Ez azt jelenti, hogy az egyenlé teriiletd 7} és T, téglalapoknak a 2. 4bran bemutatott dtdarabolésat az altalanos
esetben csak e téglalapoknak a 3. abra eljardsaval kapott T} és Ts atdarabolt példanyaival tudjuk elvégezni, mas szoval
egyelére a 1) — Tl’ — TQ’ — T, atdarabolasok sorozatan keresztiil vezet az ut T7 b6l T» be. Az, hogy a Th — Tb
atdarabolas kozvetleniil is megvaldsithato, most mar abboél kévetkezik, hogy a sikidomok kozott az atdarabolhatosag
tranzitiv relacio, tehat ha A, B, C sikidomokra A — B és B — C, akkor A — C' is teljesiil. Az allitas meglehetGsen
nyilvinval6: ha a B mind az A, mind pedig a C' sikidomba atdarabolhat6, akkor B mindkét felosztasat elvégezve olyan
kisebb részeket kapunk, amelyekbdl mind az A-t, mind pedig a C-t alkoto részek Osszerakhatok, azaz ezek alkalmas
Osszerakasaval A-bol kozvetleniil kaphatjuk C-t. Megjegyezziik, hogy ez az okoskodas felhasznalta azt a nyilvanvalo
tényt is, hogy az atdarabolhatésig szimmetrikus, tehat ha A — B, akkor B — A is fennall.

Osszefoglalva azt kapjuk, hogy alakzatok kozott az atdarabolhatosag ekvivalencia-reldcio.

A bizonyitasra visszatérve vegyiik észre még, hogy a 2. és 3. dbrakon bemutatott elemi atdarabolasi 1épések sorén
az egyes részeket kizarolag eltolasok felhasznalasaval mozgattuk, igy végiil azt bizonyitottuk be, hogy két egyenld
teriiletd ,egyallasi” téglalap eltolasok segitségével egymasba darabolhaté. A fenti allitasbol az ,egyallasa” feltétel
kikiiszobolhets, ha meggondoljuk, hogy barmely téglalap atdarabolhat6 adott allast téglalappéa, mégpedig szintén csak
eltolasok segitségével. Két egymaésra merdleges egyenessel kijelolve az elérendd oldaliranyokat, téglalapunkat el&szor
olyan paralelogrammava darabolhatjuk &t, amelynek egyik oldala parhuzamos a tengelyek egyikével, ezutan pedig a
masik oldalt is , kiegyenesithetjiik” (4. abra).

4/a. dbra

L=

4/b. dbra

Ehhez persze sziikséges, hogy legyen olyan kiszemelt tengelyirannyal parhuzamos egyenes, amelyik a paralelogram-
ma két szemkozti oldaldnak egy-egy pontjat koti dssze. Ha ilyen nincsen, azaz a paralelogramma szemkozti oldalait a
mésik tengelyre vetitve nincs a vetiileteknek kozos pontja, akkor ezen pl. a 3. dbra eljarasaval segithetiink.

Osszefoglalva tulajdonképpen azt lattuk be, hogy barmely paralelogramma atdarabolhat6 olyan paralelogrammaba,
melynek oldalai egy-egy megadott irAnnyal parhuzamosak.

A Bolyai—Gerwien tétel bizonyitasanak befejezs lépéseként azt igazoljuk, hogy tetszéleges 57 sokszog atdarabolhato
adott allasu téglalapba.



Bontsuk fel ehhez a sokszoget haromszogekre — ez a 1épés egyaltalan nem magétol értetéds, de szemléletesen
annyira nyilvanval6, hogy most itt elfogadjuk —, a haromszogeket az els6 1épés szerint daraboljuk at téglalappd, majd
ezeket az ,,0sszevissza” allo téglalapokat daraboljuk at egyallasd téglalapokka. Ezeket az egyallasu téglalapokat pedig
daraboljuk at olyan téglalapokka, melyek egyik — vizszintes — oldala adott, példaul egységnyi hosszusagu. Az igy
kapott téglalapokat egységnyi oldaluk mentén egymashoz fiizve olyan T téglalapot kapunk, melynek vizszintes oldala
egységnyi, teriilete pedig egyenld a kiindulasul vett Sy sokszogével. Ha tehat az Sy és az S sokszogek teriilete egyenld,
akkor mindketten éppen a kapott 7' téglalapba darabolhatok, és igy a tranzitivitas miatt egymasba is dtdarabolhatok.

Ez a Bolyai — Gerwien tételnek egy lehetséges bizonyitasa. Az eljaras igen gazdasagos, ami a hasznalt mozgasokat
illeti. Ha végiggondoljuk, akkor egyetlen lépéstél eltekintve kizarolag eltolasok juttatjak aj helyiikre a részeket. Kivétel
az a lépés, amikor egy haromszoget téglalappa alakitunk at: a kis haromszogek ekkor 180°-os forgatéssal keriilnek
a helyiikre. Ez az észrevétel folveti a kérdést: lehetséges-e egy haromszoget csupan eltoldsok segitségével téglalappa
alakitani? Ebb6l ugyanis a bizonyitas gondolatmenete szerint mar az is kdvetkezne, hogy két egyenld teriiletii sokszog
eltolasokkal is egymasba darabolhaté.

2. Egymdsba tolhato sokszogek, eqy érdekes invaridns

Feladatunk tehat a kovetkezs: adott egy haromszog és egy vele egyenld teriiletid téglalap. Feloszthaté-e a hdromszog
olyan részekre, amelyeket alkalmasan eltolva megkapjuk a téglalapot?

Némi prébalgatas utdn reménytelennek tinik a dolog, és a valasz valoban tagadd, de ennek bizonyitadsa — mint
az ilyen tipusu lehetetlenségi bizonyitasoké altaladban — nem is olyan egyszerd. Egy tipikus kiat, ha sikeriil olyan
mennyiséget taldlnunk — tigynevezett invaridnst — amelyik nem valtozik a megengedett 1épések soran, értéke azonban
nem egyenlS a kezdeti és a cél allapotban. Nagyon egyszerien miikddik ez az elv példaul akkor, ha azt akarjuk
bizonyitani, hogy ha két sokszog teriilete kiilonboz6, akkor a sokszogek nem darabolhatok egymasba. Erdemes azonban
szemiigyre venni ennek az egymondatos bizonyitasnak a részleteit.

Az elsé tény, hogy minden sokszognek van teriilete, egy pozitiv valds szam. A masodik, hogy az dtdarabolés soran ez
a szam nem valtozik, invarians. Miért? Mert az dtdarabolas soran hasznalt két 1lépés, a sokszog részekre osztésa, illetve
a részek elmozgatasa nem valtoztatja meg a részek teriiletének Osszegét, illetve maguknak a részeknek a tertiletét, és
igy, mivel egy sokszOg részei teriiletének Osszege a sokszog teriiletével egyenls, az dtdarabolas utan kapott sokszog
teriilete egyenld kell legyen a kiindulési sokszog teriiletével.

Ha sikeriilne olyan fliggvényt talalnunk, amelyik ugyanigy viselkedik, tehat

a) minden S sokszoghoz hozzarendel egy valos szamot;

b) ha a sokszoget részekre — sokszogekre — osztjuk, akkor a részekhez rendelt szamok Osszege a sokszoghoz rendelt
Szam;

c) egy sokszog barmely eltolt példanyahoz ugyanazt a szamot rendeli, mint a sokszoghoz;

végiil — és f6leg — az értéke kiilonboz6 egy haromszogre, illetve egy vele egyenld teriiletii téglalapra, akkor készen
volnank a bizonyitassal.

Ilyen fiiggvényt a kovetkez6képpen talalunk:

Jeloljiink ki egy iranyt, majd haladjunk végig pozitiv koriiljaras szerint az S keriiletén. Utunk soran kizarolag a
megadott irdnnyal parhuzamos oldalak hosszat vegyiik figyelembe, Osszegezziik Sket, mégpedig pozitiv elGjellel, ha
a megadott irdnnyal egyezGek, negativ elGjellel, ha azzal ellentétesen jartuk be a szoban forgo oldalt. Az igy kapott
valos szdmot — ami negativ is lehet, ellentétben a teriilettel, illetve nulla, ha példaul a sokszognek nincsen a megadott
irannyal parhuzamos oldala — rendeljiik az S sokszoghoz.

Gondoljuk meg, hogy az igy kapott fiiggvény valoban rendelkezik a b) és c) tulajdonsagokkal, tehat additiv és
invaridns. Az utobbi nyilvanvald, hiszen az eltolas sem az oldalak iranyat, sem pedig a hosszukat nem valtoztatja meg.
(Ugyanez természetesen nem all az elforgatasra, kiilonb6z8 iranyokra altalaban kiilonb6zs értékek adodnak.)

A b) tulajdonsag bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy az S sokszog belsejében haladé oldalszakaszok két részsokszoget
hatarolnak, amelyek keriiletét pozitiv koriiljaras szerint bejarva ellenkezd irAnyban megyiink végig a kozos hatarszaka-
szon, igy ezek jaruléka a két részbdl 6sszesen mindenképpen nulla, akar pArhuzamos ez a szakasz a kiszemelt irdnnyal,
akar nem. Igy a részekre kiszamolt fiiggvényértékeket valojaban elegends az S sokszog keriilete mentén figyelembe
venni, s igy a részekhez rendelt szamok Osszegeként valoban az S-hez rendelt értéket kapjuk. (A bizonyitas igy még
nem egészen pontos, meg kell mutatnunk, hogy a részsokszogeknek az S-sel kozos hatérszakaszain éppen jo iranyban
haladunk végig, de ennek igazolasat az Olvasora hagyjuk.)

A kiindul6 kérdésre visszatérve ez azt jelenti, hogy ha két sokszdg, S; és Sy eltolasok segitségével egymésba
darabolhat6, akkor barmely irany mentén egyenld kell hogy legyen a rajuk kiszamolt elGjeles 6sszeg. Marmost vegyiik
észre, hogy téglalapra — és paralelogrammaéra — ez a mennyiség minden irdnyra nulla. Ha nincs az adott irannyal
pérhuzamos oldal, akkor azért, ha pedig van, akkor kett6 ilyen van, és ezeken ellenkezé irdnyban haladunk végig.

Ami viszont a haromszoget illeti, harom olyan irany is van — a haromszog oldalainak irdnya — amelyekre nulla-
tol kiilonbo6zs értéket kapunk. Ezzel a bizonyitast befejeztiik, a haromszog és a téglalap valoban nem darabolhatok
egymaésba kizarolag eltolasok segitségével.



Ha most altalaban vizsgaljuk a kérdést, akkor ahhoz, hogy két sokszog eltolasok segitségével egymasba darabolhaté
legyen, a teriiletek egyenlGségén tul az is sziikséges, hogy barmely irdnyra egyenls legyen a két sokszogodn kiszamolt
elGjeles Osszeg.

Haromszogekre nézve ez példaul azt jelenti, hogy két egyenld teriiletd haromszog csak abban a trivialis esetben
darabolhat6é egymasba kizardlag eltolasok segitségével, ha a két haromszog oldalai paronként egyallastiak és egyenld
hossziak: az egyik haromszog teljes egészében eltolt példanya a méasiknak.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a ,,célsokszog’ négyzet —mint lattuk, ez lényegében egyenértékid a paralelog-
rammaéval —, azaz vizsgéaljuk meg, mely S sokszogek darabolhaték at négyzetbe kizardlag eltolasok segitségével. Mivel
négyzeten minden irdnyban nulla az adott iranya oldalak elGjeles Gsszege, ezért ennek az S -re is teljesiilnie kell. A
talalt feltétel viszont elegendd is, igaz az alabbi tétel.

Ha egy S sokszog olyan, hogy barmely rogzitett irannyal pdrhuzamos oldalait kériljards szerint eldjelesen dsszegezve
nulldt kapunk, akkor S eltoldsok segitségével négyzetbe darabolhato.

Az allitas egyszerten adddik olyan sokszogekre, amelyek oldalai k6zott 6sszesen kétféle irany van. Ilyen ,paralelog-
rammaszerd” sokszog lathato az 5. abran.

5. dbra

Erre a sokszogre természetesen teljesiil a tétel feltétele is, az adott irdnyd oldalak egy-egy nulla 6sszegt vektorlancca
flizhetSk Ossze. Az egyik iranyu oldalegyenesek paralelogrammaékra osztjak a sokszoget; ezeket eltolasokkal egységnyi
vizszintes oldala téglalapokké darabolhatjuk, amelyeket egyméshoz fiizve egyetlen téglalapot kapunk, ami eltolasokkal
négyzetbe darabolhaté.

A tovabbiakban teljes indukciot alkalmazunk az oldaliranyok szédma szerint. Legyen tehét az S sokszognek (n 4+ 1)-
féle oldalirdnya (n = 2). A bizonyitas soran sokszogiinkbdl levagunk egy téglalapba darabolhato részt gy, hogy
a megmarado6 sokszognek eggyel kevesebb oldalirdnya legyen és persze tovabbra is teljesiiljon ra a feltétel, tehat
alkalmazni tudjuk majd ra az indukcios foltevést.

Valasszunk ki egyet az oldalirAnyok koziil — legyen ez a vizszintes irdny — és épitsiink az ilyen irdnyt oldalakra a
sokszog belsejében | fiirészfogakat”, melyek oldalai a sokszog tovabbi két kiszemelt oldalaval parhuzamosak (6. abra).
Ez a két irdny nyilvan megvalaszthatd gy, hogy a fiirészfogakat a sokszog a belsejében tartalmazza, amennyiben azok
elég kicsik, azaz a vizszintes oldalszakaszok végpontjaboél indulé élek ne 1épjenek ki a sokszdghdl.

6. dbra

NN NN

7. dbra

Vegyiik szemiigyre elGszor a levagott részt, a fiirészfogak egyesitését. Helyezziik Sket egy szakaszra ugy, hogy a
pozitiv irdnyu oldalszakaszokon &allokat feliilre, a negativ iranyu szakaszokon allokat pedig alulra rajzoljuk (7. &bra).



Mivel a pozitiv és a negativ irdnyu vizszintes oldalszakaszok hossza a feltétel szerint egyenls, a levagott firészfogrend-
szer egy olyan zart sokszogbe rendezhetd eltoldsokkal, melynek Gsszesen két irdnya oldala van, és igy, mint lattuk,
eltolasokkal négyzetbe darabolhaté.

Ami a megmarado részt illeti, annak a vizszintes iranya oldalait megsziintettiik, tehat oldalai n-féle iranyaak. A
feltételt, hogy barmely irdny mentén nulla az ilyen iranyt oldalak elGjeles Gsszege, csak a fiirészfogak éleihez felhasznalt
két irAnyra kell ellendrizni, hiszen az ezekt6l kiilonboz6 iranyt oldalak nem valtoztak. Itt csak arra van sziikség, hogy
a flrészfogak jaruléka nulla, ez pedig nyilvanvald, hiszen a 7. dbra sokszdgére, mint lattuk, ez teljesiil. Ezzel megvan
az indukcios lépés, és igy a bizonyitas teljes.

Nyilvanvald, hogy a fenti tétel feltétele teljesiil, ha az S sokszog centralszimmetrikus. Meg lehet mutatni, hogy kon-
vex sokszogek esetén ez a feltétel valojaban ekvivalens azzal, hogy S centralszimmetrikus. Ennek az a kévetkezménye,

hogy

egy konver sokszog akkor és csak akkor darabolhato négyzetbe eltoldsok segitségével, ha centrdlszimmetrikus.
Hasonl6 otlettel bizonyithat6 az altalanos tétel is, amely azt mondja ki, hogy

ha két sokszog teriilete egyenld, tovdbbd minden irdnyra a sokszégeknek az adott iranyhoz kiszamolt eldjeles dsszegei
megegyeznek, akkor a két sokszog dtdarabolhato egymdsba eltoldsok segitségével.

3. Téglalapok felbontdsai, additiv fiigguények

Térjiink most vissza a téglalapokhoz. Lattuk, hogy ezek eltolasokkal is egyméasba darabolhatok, ha egyenls a te-
riiletiik. Korlatozzuk tovabb a feladatot, tegyiik fel, hogy a felbontésban szerepls részek is csak téglalapok lehetnek.
Az elsé téglalapot tehat téglalapokra akarjuk bontani ugy, hogy ezekbdl eltolasokkal a méasikat lehessen Osszeallitani.
Feltessziik, hogy a két téglalap egyenld teriilet®, és hogy oldalaik parhuzamosak. A Bolyai—Gerwien tétel bizonyita-
sakor haromszogeket és Stszogeket is hasznaltunk, igy ha téglalapokbdl is megoldhat6 az dtdarabolas; akkor ezt mas
modszerrel kell megtalalnunk. Az is elképzelhetd, hogy nem minden esetben oldhatoé meg a feladat, ennek tisztazasara
ismét alkalmas additiv és invarians mérgszamot kellene talalnunk. A téglalapokat persze a teriileten kiviil az elGjeles
Osszeg sem kiilonbozteti meg, hiszen az utébbi a téglalapokon minden irdnyra nulla.

Az alabbiakban megadunk egy djabb, a kérdés tisztazasara alkalmas mértéket. Ehhez ismét a teriilet viselkedésébdl
indulunk ki. Egy téglalap teriilete az oldalainak a szorzata. Az, hogy egy téglalapot két téglalapra osztva a részekre
kiszamolt szorzatok Osszege a nagy téglalapra kiszamolt szorzattal egyenls, a valos szdmok jol ismert disztributiv
tulajdonsagan mualik:

ab+ ac = a(b+ c).
Ezt atgondolva préobalkozhatunk tovabbi teriiletjellegii fliggvények készitésével, amelyek additivak. Vehetjiik példaul

a két oldal valamilyen fiiggvényének, az f(a)-nak és a g(b)-nek a szorzatat. Akarmilyen fiiggvények persze nem jok,
most annak kell teljesiilnie, hogy

fla)-g(b) + f(a) - glc) = fla) - g(b+c),
AZAZ
g(b) +g(c) = g(b+c),

és ugyanigy, ha a méasik oldal mentén vagjuk szét a téglalapot, akkor

fO)+ fle) = fb+0)

sziikséges. Ha talaltunk olyan f és g fliggvényeket, amelyek additivak a fenti értelemben, akkor az a x b oldald téglalap
f(a)-g(b) ,teriilete” is az lesz, mégpedig egyszertien a disztributivitas miatt: barhogyan osztunk egyallasu téglalapokra
egy T téglalapot, a részek ,teriiletének” osszege a T' ,teriilete” lesz. Ehhez persze meg kell még vizsgalnunk az olyan
tipusu felosztasokat is, amikor nincs kozos egyenld oldalszakasza a téglalapoknak (8. abra).




9. dbra

Rajzoljuk meg ekkor a résztéglalapok oldalegyeneseit (9. abra). Ezek mar olyan ,racsszerd” felbontasat adjak a T
téglalapnak, melynek részei a 8. dbra téglalapjait is élben egymashoz csatlakoz6 téglalapok egyesitéseként allitjak el6.
Igy a 8. abra részeire kiszamolt f - g ,teriiletek” a 9. abra. szerint olyan tagokra bonthatok tovabb, melyek Gsszege a
T ,teriiletével” egyenls.

Marmost van-e olyan f fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy

(%) flx+y) = flx)+ fy)

minden valos z, y szamra? Ilyen fiiggvény persze van; ha f(z) = c-x, akkor ezek a linearis fiiggvények minden valds c-re
additivak, ez azonban a régi ,teriilettel” egyenértéki, lényegében 1j hosszisigegység valasztasat jelenti, és igy egyenld
teriiletd téglalapokon egyenld értékeket vesz f6l. Van-e ezektdl kiilonbozé tipusi megoldasa a (x) fliggvényegyenletnek?
Megmutatjuk, hogy van ilyen, s6t, ha «q egy adott irraciondlis szam, akkor f-et gy is megadhatjuk, hogy f(1) =1
és f(ap) = 0 teljesiiljon.
Konnyen lathato, hogy tetszGleges n pozitiv egész szamra (x)-bol

Flnz) =n- 7(a),
F(2) =25

n n
kovetkezik; méasfelsl

f(0) = f(z —2z) = fz) + f(-2) = 0.

Igy az f ,majdnem linearis”, legalabbis ami a racionélis szorzokat illeti, azaz ha r racionalis, akkor

(%) flrz) =7 f(z).

Igy ha f-nek az 1 helyen folvett értékét 1-nek vélasztjuk, akkor(+x)-bol tetszéleges r racionélis szamra f(r) = r
kovetkezik. Hogyan értelmezziik most az f fiiggvényt irracionalis szamokra?

Mivel f(ap) értékét nullanak akarjuk megvalasztani, ez a dontésiink () és (%) alapjan minden r + sag helyen
meghatéarozza f értékét, ahol r és s raciondlis szadmok:

fr+sa) = f(r)+ f(sag) =r+s-0=r.

Ehhez persze az is sziikséges, hogy az r 4+ sag alakba irhat6é szdmoknak ez az alakja egyértelmt legyen, de ez nyilvan-
valoan kovetkezik abbol, hogy «g irracionélis.

Marmost ha a; nem all el 7+ sag alakban, akkor a; természetesen irraciondlis, masfelsl — és ez a fontos — f eddigi
értelmezése és a (*) feltétel semmilyen megszoritast nem jelent f(aq), illetve f(r+ saq) értékeire, igy a (x) tulajdonsag
érvényben marad, ha f(r 4+ saq)-et is r-nek definialjuk.

A fenti eljaras a teljes valos szamkorre kiterjeszthet6: megmutathatd, hogy barmely irracionalis ag szambol kiin-
dulva létezik irraciondlis szdmoknak olyan A halmaza — ezek lesznek az f fliggvény nulla helyei — hogy ag € A, és
minden irracionalis szam egyértelmien all el6 r + s - o alakban, ahol r és s racionélis szamok, és a € A.

Ha most ennek a felbontasnak az alapjan definici6 szerint

f(r+sa)=f(r)=r,
akkor ez az f fiiggvény additiv lesz, f(1) =1 és f(a) = 0.

Legyenek most u és v olyan valos szamok, amelyekre — irraciondlis, és valasszuk a fenti A halmaz «ag elemének
v

Y ¢. Ekkor nyilvan additiv lesz az
v

fliggvény is, ahol f az el6bbi, és erre az F' fliggvényre

F(ro+ su) = f (”’““) =/ (rst) =) =

v



Eredményeinket Gsszefoglalva azt kaptuk, hogy ha 4 irraciondlis szam, akkor létezik olyan F' : R — R additiv
v
fliggvény, hogy

Fv)=1 és F(u)=0.

Térjiink most vissza a téglalapokhoz. Legyenek a téglalapok oldalai w; és ug, illetve vy és vy. Mivel a tertiiletiik
u v U v

egyenls, ujus = v1vg, azaz — = 2. Ha most — racionélis, akkor persze 2 s az, ami azt jelenti, hogy léteznek
U1 U9 U1 U2

olyan d; és da pozitiv szdmok, hogy u; és v; egész szamu tObbszordse di-nek, us és vy pedig egész szamu tobbszorose

do-nek. Ekkor pedig mindkét téglalap felbonthaté — mégpedig nyilvan ugyanannyi — d; x dy méretd kis téglalapra,
a két téglalap tehat felbonthatod téglalapokra ugy, hogy a részekbdl mindkét téglalap eltolasokkal megkaphato. Az is
latszik, hogy a felbontésok a lehet& legegyszeriibbek, a részek egybevagok.

Mi a helyzet akkor, ha % irracionalis? Megmutatjuk, hogy ekkor semmilyen felbontés nem alkalmas. Vezessiink
be egy 1j teriiletfiiggvényt a ‘talalt F additiv fliggvénnyel, melyre tehat F'(u;) =0, F(v1) = 1. Legyen egy a x b oldala
téglalap ,,tertilete” F'(a)-b. Ekkor az igy definialt teriilet is additiv az egyallast téglalapokon, masrészt nyilvan invarians
az eltolassal szemben. Mivel pedig az els6 téglalap 0j ,teriilete” F'(u1) - ug = 0, a masodiké pedig F'(v1) - vo = va # 0,
bebizonyitottuk, hogy

ha két téglalap egydlldsu oldalainak ardnya irraciondlis, akkor bdrhogyan osztjuk téglalapokra egyikiket, ezek eltolt
példanyaibol nem rakhato ki a mdsik téglalap.

Masképpen fogalmazva: ha egyaltalan megoldhato a feladat, akkor ez a 10. abra trivialis modszerével is lehetséges.

oo 1 \ i 2 i
Uy < ; |
bob
T 7h 1 1d,
J‘ | l i i ot L ecd i
U, a, v,
10. dbra
V2
1
Y2 ]
11. dbra

Felhivjuk a figyelmet, hogy itt lényeges az oldalak megkiilonboztetése. A 11. abra egybevago téglalapjaira példaul
nem oldhaté meg a feladat, hiszen forgatast nem engediink meg.

Befejezésiil az eddigiek kovetkezményeként egy énmagaban is érdekes allitast bizonyitunk be.

Egy téglalap akkor és csak akkor bonthato fol négyzetekre, ha oldalainak ardnya raciondlis.

Az elégségesség nyilvanvalo, ekkor ugyanis a két oldal egy kozos mértékét valasztva kapjuk, hogy racsszeri felbontés
is létezik.
Megforditva tegyiik fol, hogy az a x b oldalu téglalap f6lbonthato négyzetekre (12. dbra).

W—

1 a




12. dbra

Forgassuk el a téglalapot 90° kal! Az els6 felbontas négyzetei most eltoldssal vihetSk a méasodik téglalap négyzeteibe,
igy a téglalapokra kapott altalanos tétel szerint % valéban racionalis.
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