Bevezetés

Kiiloénb6z6 problémakban gyakran talalkozhatunk
aibi + asbs + ...+ a,b,

alaku Osszegekkel, illetve végtelen sor, vagy integral alaku altalanositasukkal. Az ilyen Osszegek atalakitasa vagy becslése
fontos feladat: ennek egy hasznos eszkozét, az Abel-féle dtrendezést és az ennek kdvetkezményeként adodo egyenlGtlen-
séget szeretném bemutatni. Egy példatol eltekintve nem térek ki a nagyon fontos analizisbeli alkalmazasokra, és hely
hianyaban nem irok az Abel atrendezésnek, mint skalarszorzattartd transzformacionak linearis algebrai megkozelité-
sérél sem.

A mobdszer akkor hasznalhato, ha az Gsszeg ,, tényezdsorozatairol”, az a; és b; sorozatokrol rendelkeziink bizonyos
informaciokkal — ismerjiik, vagy legalabbis becsiilni tudjuk példaul egyikiik részletdsszegeit.

A cikk soran hasznalni fogom a Z jelolést, illetve a binomalis egyiitthatokat. Alapvets tulajdonsigaik kitting
Osszefoglalasa talalhato példaul Donald E. Knuth: A szamitoégépprogramozéas miivészete cimd kivalo konyvének elss
kotetében.

I. Két azonossag

Kezdjiik a Z jelolés egyik leghasznosabb tulajdonsagéaval, amelyet az 0sszegzés folcserélhetGségének neveziink. Ez
az azonossag bizonyos tipusi kéttényezss szorzatok dsszegének az egyes tényez6kbdl készithetd részletdsszegekkel valo
kapcsolatat fejezi ki.

Legyenek a; és b; valos szadmok, i = 1,2, ..., n, és készitsiik el az a;b; alakt szorzatok S 6sszegét, ahol 1 < j <i < n.
Az 6sszeg szerkezete az dbran lathato: S az dbran ,,x”-szel megjelolt — az atlobeli és az alatta levé — mez6k soranak és
oszlopanak szélén all6 szamok szorzatanak Osszege.

Ekkor

(1) Zai 4 ijijZai,

azaz az Osszegzések sorrendje felcserélhetd, mikozben véaltoznak a bels6 0sszegzés hatarai.

by by b3 e b,
ay X
[05)) X X
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X | X | X X
X | X | X X
Ap | X | X | X | X ... X | X

Az (1) azonossag — meglehetSsen nyilvanvalé — bizonyitasa leolvashaté az dbrarol: a bal oldalon soronként, a jobb
oldalon pedig oszloponként haladva adjuk Ossze az S Gsszeg tagjait. Az (1) azonossag egyszerisége ellenére rendkiviil
hasznos.

Feladat. Jelolje Q(n) az n-nél nem nagyobb szamok négyzetisszegét. Irjuk fel zdrt alakban a

Z Q(3), illetve a Z iQ(7)

osszegeket.

Az (1) azonossiag most mar lehetGvé teszi, hogy a

n
P=> zy
i=1
Osszegben &ttérhessiink az egyik rész — mondjuk az y; sorozat — részletdsszegeire. Irjuk ehhez x;-t 6sszeg alakban:
zj = (2j = zj41) + (T — i) + oo+ (Tno1 — Tn) + Tn.
Ha bevezetjiik az x,+1 = 0 jelolést, akkor az utolso ,,csonka” tag is kiilonbség alaku, (z, — x,41), maga a P Osszeg

pedig igy a

n n

P=3 "y > (& —wi)

=1 =



alakba irhato. Az (1) azonossag szerint felcserélve az Osszegzés sorrendjét:

(2) Z TiYi = Z(fﬂi — Tit1) Z Yi-
i=1 j=1

=1

A most talalt (2) alakot nevezziik a P Gsszeg Abel-féle dtrendezésének.

(Niels Henrik Abel (1802-1829) egy norvégiai kisvarosban sziiletett egy hétgyermekes szegény lelkipasztor fiaként.
Tizennyolc éves kordban apja meghalt, ett6l kezdve & tartotta el a csaladot. Egy évvel kés6bb oldotta meg azt a
problémét, amely 300 évig allt ellen a legkivalobb matematikusoknak: bebizonyitotta, hogy az altalanos 6tédfoku
egyenlet nem oldhat6é meg a négy alapmiivelet és a gyokvonas segitségével.

Rovid életében a matematika mas teriiletein is maradandoét alkotott, azonban életében igen kevéssé ismerték el
munkassagat. Cauchy példaul egyszertien elveszitette Abelnek egy hozza kiildott tanulmanyét, ami csak a szerzd
halala utan keriilt el6, és 1841-ben publikaltdk. Abel sikerteleniil probalt egyetemi allashoz jutni, két nappal azutan
nevezték ki a berlini egyetemre, hogy tiid6bajban meghalt Norvégidban. Munkéssiga és eredményei az é16 matematika
szerves és eleven részét alkotjak.)

Feladatok 1. Bizonyitsuk be a (2) azonossdg szimmetrikus pdrjdt, amelyben az y; sorozat kezddszeletei helyett a ,,
zdrdszeletek” jelennek meg.

n n n
(2) dowmiyi =) (@wi—wi)Y y; (wo=0).
i=1 i=1 j=i
2. Legyen az (a,) d differencidji szamtani, a (b,) pedig q¢ hanyadosi mértani sorozat. Irjuk fel az

aibr + asbs + ...+ a,b,

osszeget zart alakban aq, by, d, q és n segitségével.

3. Bizonyitsuk be — teljes indukcid haszndlata nélkil — , hogy az elsé n darab négyzetszam Q(n) dsszege
n+1 n+1
an=("31)-("3")

Az els6 latasra bizony elég mesterkéltnek tng (2), (2') atrendezések meglepGen magatol értet6ds alakot Sltenek,
ha a P Osszeget annak egy végtelen valtozataval, az integrallal helyettesitjiik, tehat a

II. Ismerkedés az azonossdggal

b

P = [ f@lgto)do

a
x

integralt akarjuk kiszamolni. Az egyik tényezs — g(z) — ,részletosszegel” az / g(t) dt alaku integralok, ezek ismerete

most azt jelenti, hogy ismerjiik a g egy G integralfiiggvényét.
Ha az

I= Zf(xl)g(xl)Al (x1 =a, ¢, =b)
i=1

integralkozelitG Osszegre alkalmazzuk az Abel-féle dtrendezést, akkor

I =

n
=

[f@i) = f(zign)] D g(x)) A,
1 j=1
adodik. A részletosszegek a G(x;) = /g(t) dt integralt kozelitik, az f(x;)— f(zi+1) a differencidk pedig differencialhato

f esetén a Lagrange-kozépértéktétel szerint f/(y;)(x; — 2441) alaktak, ahol z; < y; < x;11. Igy az

n—1

r=- Z f' i) (@ivs — )G (@) + f(20)G (@)

=1



b
Osszeg ugyancsak a P* integralt kozeliti. Az Osszeg els6 tagja masfel6l — / [ (2)G(x)dx integralkdzelits dsszege, és

a
ezzel el6ttiink all a parcidlis integrdlds jol ismert formulaja:

b b
[ @6 @) da = [f@06@), - [ @6 d

(f(xn) - G(zn) = f(b) - G(b) és a most hasznélt G integralfiiggvényre G(a) = 0).
A parcialis integrélas mogott tehat a kezelhet részletosszegekre valo attérést lehetévé tevs Abel-féle dtrendezés is
felfedezhetd.

A kovetkezskben egy érdekes polinomazonossagot bizonyitunk az Abel-féle atrendezés segitségével. Ezt felhasznalva
tavolrol sem magatol értet6dd Gsszefiiggésekhez jutunk binomialis egyiitthatok kozott.
Legyen k > 0 egész szam. Ekkor tetszGleges pozitiv egész n-re

(3) i(z:z)(lﬁ-x):i(?;ti)w

i=0 i=0
a
Megjegyzés. A (3) azonossagban szerepld ( b) binomidlis egylitthatok értéke a szokasos értelmezés szerint nulla,

0
ha b < 0, vagy a < b, ezenkiviil <0) =0"=1.
Jelolje a bal oldalon all6 polinomot fi(z). Ekkor fo(z) = 1. A k-ra vonatkozo teljes indukcioval megmutatjuk, hogy
1
fe(z) = n:; + - fr—1(x), és innen az allitds mar kovetkezik.

A bal oldalon a (2) Abel-atrendezésbél

(3) Z: 1+a)" — (1+ )] JZ:( )

(Itt most (1 + )R helyére 0-t kell frni!)
1 -1 -
Felhasznalva a jol ismert <6Hb_ ) = a> + (a > +... <a ) azonossagot, (3') jobb oldalén a részletosszegek

zart alakja:

Innen

és ezt akartuk bizonyitani.

Feladatok 1. Bizonyitsuk be, hogy
k

n—1i\_, b n+1
2) Z (k—i)2 _Z< i )
1=0 1=0
(Ez volt a KOMAL F. 2526. feladata; 1986. 89 szam).

b -1 (}) - i(—l)i(”j Y,

i=0

22 () (1) - (26

(2



3. é(—w(;) (AC_ Z) =(-1)f (C;i; 1) (A> B, C > B).

3

II1. Az Abel-féle egyenldtlenség

n
Gyakran nem ismerjiik pontosan a P = inyi Osszeg részletosszegeit, de egy hasonlé sorozat elemeivel Ossze
i=1
tudjuk ezeket hasonlitani. Ilyenkor hasznalhato az alabbi Abel-féle egyenlGtlenség:
Haxi > x9 > ... >z, > 0, (tehat az z; sorozat nemnegativ és monoton fogyo,) masfeldl az y; sorozat részletdsszegei
feliilr6l becsiilhetSk a z; sorozat részlettsszegeivel, azaz

Zyj Ssz (i=1,2,...,n),
j=1 j=1

akkor a P 0sszeg feliilr6l becsiilhetd:

(4) z": Y < z": XiZi
i=1 i=1

Bizonyitds. Ha d; = z; — y;, akkor a (4)-gyel ekvivalens

i=1

egyenlGtlenség jobb oldala az Abel-atrendezés szerint

n [

Z(l‘z — Tiy1) Zdj

i=1 j=1

ebben az Osszegben pedig minden egyes tag két nemnegativ szam szorzata. (A (4) egyenl6tlenséget hasznaltuk a Gy.
2576. gyakorlat megoldasakor, lasd ezen szamunk 164. oldalé,n.)

Feladat. Bizonyitsuk be a (4) egyenldtlenség szimmetrikus megfeleldjét, tehdt ha
(4") 0<z1<a2<...< s S }<n  (i=1,2
_xl_xz_..._xn,esZyJ_ZzJ (i=1,2,...,n),
j=i j=i

akkor ugyancsak fenndll (4).
*

Az Abel-féle egyenlétlenség elss alkalmazasaként bizonyitsuk be a sok nevezetes egyenl6tlenséggel kapcsolatos Szics
Adolf féle egyenlGtlenséget. Ez utdbbi azt mondja ki, hogy ha 0 < a1 < ... < ay,, by <... < b, valos szamok, a ¢, ¢z,
..., ¢ pedig a by, b, ..., b, sorozat egy tetszéleges permutacidja, akkor

arby, +asb,_ 1+ ...+ aby <ajcr+ ...+ apc, <arby ...+ ayb,,

tehédt az ajcy + ... + anc, szorzat akkor a legnagyobb, ha a ¢, ca, ..., ¢, szamok ugyanugy vannak rendezve, mint az
(a1, asg, ..., a,) sorozat, és akkor a legkisebb, ha ellenkezéleg.
Az egyenlGtlenségek bizonyitasahoz egyszeriien vegyiik észre, hogy a by < by < ... < b, feltételbdl nyilvanvaldan

kovetkezik a
n n n
D by D e <Y by,
Jj=t Jj=t j=t

és igy alkalmazhato az Abel-egyenlStlenség (4') alakja.

A Sztics Adolf-egyenlGtlenségbdl tobbek kozott mar bebizonyithatd a szdmtani és mértani kdzepek kozti nevezetes
egyenlGtlenség is. ErrSl bévebben olvashatunk Hajos Gydérgy—Neukomm Gyula—Surdnyi Jdnos: Matematikai Verseny-
tételek II. c. konyvének 60-64. oldalan.

(Az Abel-egyenlétlenség egy masik alkalmazasat lathatjuk a KOMAL 1985/5. szamaban, a Gy.2201. megoldasaban,
a 210. oldalon.)

IV. Egy Erdds-probléma és a buvar feladata
Az eddigi példakban nem okozott til nagy nehézséget az Abel-egyenlGtlenség feltételeinek a bizonyitasa, de vannak
esetek, amikor ez egyaltalan nem magatol értet6ds. Erdds Pdl vetette fel az alabbi problémaét:



Ha a pozitiv egész szamokbol allo A = {a1, ao, ..., a,} halmaz semelyik két részhalmazédban nem egyenls az
elemek Osszege — ilyenek pl. a 2 hatvanyai — akkor az A elemei reciprokanak Osszege kisebb ketténél.
A probléma nehézségét mutatja, hogy elsé megoldédsa soran a szerzé egyaltalan nem elemi analizisbeli eszkozoket

™
hasznalt, tobbek kézott azt a tényt, hogy a négyzetszamok reciprokainak osszege 5 Az alabbi megoldéas igen hatasosan

veti be az Abel-egyenl6tlenséget.
Elsszor is jegyezziik meg, hogy mivel az A tetszéleges i elemi részhalmazabol 2° — 1 darab sszeg készithetd, ezért
ha ezek az Gsszegek valamennyien kiilonbozok, akkor legnagyobbikuk legalabb ekkora, azaz 20 —1 = 1+24...+277 1.
Fennall tehat minden 1 < ¢ < n-re, hogy

(%) 1424... 427 <a14+as+...+a,.

Ha most feltessziik, hogy a1 < as < ... < a,, akkor nyilvan

L > L > > L >0
a1~ 2ay 7T 2n1q, '
. . . 1 i1
Ezek utan nincs egyéb dolgunk, mint alkalmazni a (4) egyenlStlenséget az x; = Sty Yi = 270 2 = ag
11— a’L

szereposztéissal:

1 zzz

= 1 i=1
még valamivel élesebb allitast is kapunk, mint amit bizonyitanunk kellett, és a 2 hatvanyai mutatjik, hogy a kapott
becslés tovabb mar nem javithato.

Befejezésiil egy érdekes és nehéz feladat megoldéasat szeretném bemutatni. A feladat Herczeg Jdnostol szarmazik.

Adott n darab egységnyi térfogati oxigénpalack, benniik a nyomésok rendre p; > pa > ... > p, > 0. Célunk az,
hogy a legkisebb, p,, nyomasua palackban a lehet& legnagyobbra néveljiik a nyomast. Ehhez egy-egy lépésben a palackok
tetsz6leges csoportjat osszekapcsolhatjuk, aminek kovetkeztében az 6sszekapcesolt palackok mindegyikében a résztvevd
nyomésok szamtani kézepe lesz az eredd nyomas. A palackok ezutan szétkapcsolhatok, és Gj csoportok hozhatok létre.

A {6 nehézséget a feladatban az okozza, hogy mivel az Gsszekapcsolasok sorozata tetszéleges sokaig folytathato,
ezért — ha csak nem kapcsoljuk egyszerre 6ssze valamennyi palackot — az n palackban létrehozhaté nyomasok értékeinek
halmaza nem véges, igy egyéltalan nem biztos, hogy létezik a szoban forgd maximum. Méasfeldl az is elképzelhets, hogy
az eljaras — és a maximum értéke is, amennyiben létezik — kiilénb6z6 kezdeti nyomasértékekre més és mas modon fiigg
azoktol.

Megmutatjuk, hogy nem ez a helyzet. A megoldés kulcsa most is az Abel-féle egyenlGtlenség, itt azonban tavolrol
sem vilagos, hogyan teremtheték meg alkalmazasanak feltételei.

Ha m darab palackot kapcsolunk Gssze, akkor a nyomas kiegyenlitédése ugy is felfoghatd, hogy minden egyes
érintett palack tartalmat m egyenls részre osztjuk, és ezeket a részeket osztjuk szét az m darab palack kozott. Pro-
baljuk meg ebben a modellben nyomon kévetni, hogy Osszekapcsolasok egy sorozatanak végrehajtasa utan az egyes
oxigénrészecskék honnan keriiltek pillanatnyi helyiikre!

Jeloljiik tehat agf)—val, hogy a k-adik 6sszekapcsolas utan a j-edik palack tartalmanak hanyadrésze keriilt az i-edik

1
palackba. Ha példédul elsére a 2., 4. és 5. palackot kapcsoltuk 6ssze, akkor a§}> =73 ha i és j a 2, 4, 5 szamok koziil

valok, egyébként 1 vagy 0 attol fliggben, hogy i = j, vagy sem.
Nyilvan 0 < a(k) <1, a(o) =1, ha i = j, egyébként pedig 0, és az is latszik, hogy ha az i-edik és j-edik palackot a

k-adik Osszekapcsolasig még nem kapcsoltuk 6ssze, akkor a(J) =0.
Ezzel a jeloléssel modelliink szerint az i-edik palackban a k-adik 0sszekapcsolas utan

(5) p = > agf)pj
j=1

lesz a nyomas
Az a egyutthatok tovabbi vizsgalata vezethet el a feladat megoldasahoz. ElGszor is, mivel az eljaras soran minden
egyes palack tartalma megvan valahol,
(k) _ :
aij _1, ]—1,2,...,71

Megmutatjuk, hogy (5) jobb oldalan a p; kezdeti nyomésok egyiitthatoinak is 1 az Gsszege, azaz rogzitett i-re

(6) Z"jaE? =

j=1



az (oz(-l?)

ij ) maéatrixban tehat az oszlopokon kiviil a sorok Gsszege is 1, tgynevezett bisztochasztikus matrixszal van
dolgunk.
A (6) egyenlGséget igazolhatnank szamoléssal is — jo gyakorlas azok szamara, akik ismerik a matrixok szorzasat —
itt azonban egy szemléletesebb gondolatmenetet kovetiink.
Vegyiik észre, hogy az a( ) mennyiségek kizarolag az dsszekapcsolasok sorozatatol fliggenek, a kezdeti nyomasoktol
nem. Ez azt jelenti, hogy ha a szoban forgd k darab Osszekapcsolast olyan palackokon hajtjuk végre, amelyekben

kezdetben egyenlSk a nyoméasok, akkor ugyanezek az a(k) egyltthatok addédnak, masfel6l most természetesen egyetlen
palack nyomasa sem véltozik, p( ) = pi=p. Az (5) egyenlgség két oldalan p-vel osztva megkapjuk (6)-ot
Feladatunk tehat a N
k) _ (), .
= Z Qnj Pj
j=1

mennyiség maximuménak megtalaldsa. Mivel az egyiitthatok Osszege 1, azért csak egymaés rovasara novelhetk. Az
Abel-egyenlGtlenség szerint azonban elegendd egy fels§ becslést talalni az egyiitthatok részletosszegeire, hiszen a p;
sorozat monoton fogy6.

Belatjuk, hogy az a( )

/ egylitthatok s(k) részletOsszegeire

1 1 1
(k) — Z 4z =1
(7) Spn = Zam _2 4+ +2m—1 om>
ha m < n, és mivel mar lattuk, hogy
1 1 1 1
1=s® =4 4 4+ —— 4 —
Snn 2 + 22 + + on—1 + on—1"
ezért az Abel-egyenl6tlenség szerint
1 1 1 1
(8) P =alpi+...+allp, < SPrt P2t oo P P

A (8) egyenl6tlenség jobb oldalan all6 nyomasérték viszont megvalosithato, ha a legkisebb nyoméasu palackot no-
vekvd sorrendben rendre Osszekapcsoljuk a nala nagyobb nyomésu palackokkal. Igy a legkisebb nyomésu palackban
elérhet6 maximalis nyoméas

1 1 1 1

Hatra van még a (7) egyenlGtlenségek bizonyitasa. Mivel az «a,; egylitthatok Osszege 1, elegendd alulrdl becsiilni

az 1 — sfﬁ,)q mennyiségeket; azt fogjuk bebizonyitani, hogy ha 0 < m < n, akkor
n . 1
9) L-sfh= Y o 250
Jj=m+1

Tekintsiink ehhez n darab oxigénpalackot, melyek koziil az elsé m darab iires, a tovabbi (n — m) palackban pedig
egységnyi a nyomds, és hajtsuk végre ezekre palackokra ugyanazokat az Gsszekapcsolasokat, amelyeket az eredeti
palackokra. A k-adik Gsszekapcsolas utan kapott nyomésokat most is valtozatlan a( ) egyiitthatokkal szolgaltatjak az
(5) formulak, de természetesen a

(10) p1:p2:---:pm:0; pm+1:pm+2:---:pn:1
kezdeti nyomasokkal.

Most tehat az i-edik palack nyomasa a k-adik 6sszekapcsolas utan

o 04+aly 0+ a0 a 1l 1=

i,m—+1 m

o el =1

1 ,m—+1 m m

éppen a (7)-beli részletosszegekkel. Maga a bizonyitando6 (9) egyenlStlenség pedig azt jelenti, hogy ha a kezdeti nyo-

1
masokat (10) szerint valasztjuk, akkor az n-edik palackban a nyomés nem siillyedhet om ala.

Erdekes modon az eredeti kérdés dualisat kell megvalaszolnunk — tudniillik hogy milyen kicsi lehet egy kezdetben
nem {ires palackban a nyomas — nagyon specialis kezdeti értékek esetén.
Azt fogjuk belatni, hogy ha palackjaink koziil m darab iires, a tobbiekben pedig egységnyi a nyomés, akkor a nem
1
tires palackok nyomésanak a minimuma nem lehet kisebb —— -nél. Ebb6l az allitas kovetkezik, hiszen egy kezdetben

nem {ires palack nem {iriilhet ki, ami azt is jelenti, hogy egy Osszekapcsolas soran az iires palackok szdma nem nghet.



Ha egy Osszekapcsoldsban nem vesz részt iires palack, akkor a fenti minimum nyilvan nem csokken. Meg kell még
vizsgalnunk, mi torténik a pozitiv nyomasok p minimumadval, ha iires palackok is részt vesznek az dsszekapcsolasban.
Tegyiik fel tehat, hogy egy Osszekapcsolasban r darab nem iires és ¢ darab iires palack vesz részt (t < m). Ekkor az

r
Osszekapcsolt palackokban az ered§ nyomaés legalabb —|I—)t’ a tovabbi nem iires palackokban pedig legalabb p. Mivel

r
nyilvanvaléan

rp p
11 > =
(1) r4+t = 2t

ha r és t pozitiv egészek, igy ha egy Osszekapcesolas soran az iires palackok szama t-vel cstkken (1 < ¢ < m), akkor
ekdzben a nem iires palackok nyomésanak a minimuma legfeljebb 2‘-ed részére csokkenhet. Mivel kezdetben m darab

1
iires palack van, a nem fiires palackok nyoméasanak a minimuma a kezdeti értéknek — ami 1 volt — legfeljebb az om

szerese, és ezt akartuk bizonyitani.
*

Feladatok 1. Bizonyitsuk be, hogy a (xx) mazimumot szolgdltatd eljards egyértelmd, azaz, ha nem az (n, n — 1),
(n,n—2), ..., (n, 2), (n, 1) kettésoket kapcsoljuk dssze ebben a sorrendben, akkor az n-edik palackban sosem érhetd el
M.

(Természetesen, ha a kezdeti értékek koz6tt vannak egyenlSk, akkor az ezekkel valo 6sszekapcesolas sorrendje fel-
cserélhetd, illetve ezek Gsszekapcesolhatok egyméssal is.)

2. Bizonyitsuk be, hogy ha a palackokban a kezdeti nyomdsok p1 > ps > ... > pm > ... > pPp, akkor az m-edik
palackban legfeljebb

Mp=spitopot.  +— +o
m — 2 D1 4 D2 cee 2m71 Pm—1 2m71 Pm

nyomds érhetd el, és az ezt szolgdltato eljdrds lényegében egyértelmd. (Az allitds nem teljesen trivialis, hiszen a kérdés
nem egyenértékd azzal, hogy csupén a pi1, p2, - - ., Pm nyomasu palackjaink vannak. A feladat éppen annak igazolasat
kivanja, hogy a kisebb nyomast palackoknak nem vehetjiik hasznat.)



