Az tgynevezett pitagoraszi szimharmasok (azaz olyan a, b, ¢ egész szamok, amelyekre a® + b? = ¢? igaz) vizsga-
latanal kideriil, hogy mely négyzetszamok allnak el két négyzetszam Osszegeként. Megkérdezhetd azonban altalaban
is, hogy melyek azok a természetes szamok, amelyek felirhatok két négyzetszam Osszegeként.

Mig a pitagoraszi szamharmasok vizsgélata egészen elemi oszthatdsagi tételekkel elvégezhetd, itt mélyebb ismere-
tekre is sziikségiink van. Egyel6re — ameddig lehet — csak egészen egyszert modszerekkel dolgozunk. A késébbiekben
is csupan kimondjuk majd azokat a tételeket, amelyeket felhasznalunk.

Vizsgaljuk a természetes szdmoknak azt a C halmazat, amelynek elemei a két négyzetszam 6sszegeként elGallithato
szamok. Mivel 0 (= 0?) maga is négyzetszam, ezért C tartalmazza az Gsszes négyzetszamot, és igy a 0-t is.

1. Tétel: C zart a szorzasra.

Bizonyitas: Tekintsiik C két elemét: legyenek ezek a® + b? és ¢? + d?. Ezek szorzata
(a® + %) - (2 + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?,

amivel allitasunkat bizonyitottuk. (Megjegyezziik, hogy masféle elgallitas is lehetséges.)
Mindenekel6tt nézziik meg, nem tartozik-e minden szam e halmazhoz. Azonnal lathatd, hogy nem. Példaul 3 sem
allithato el6 két négyzetszam Osszegeként. Ennél sokkal tobbet bizonyithatunk:

2. Tétel: 4k + 3 alaki szdm nincs C-ben

Bizonyitas: Feltétel szerint C minden z eleme a? + b? alaku. Ismeretes, hogy paros szam négyzete oszthato 4-gyel
és paratlan szam négyzete 4-gyel (s6t 8-cal) osztva 1-et ad maradékul. Eszerint, ha a és b parosok, akkor z = a? + b?
is az (s6t 4-gyel oszthato); ha egyikiik paros, masikuk paratlan, akkor x 4-gyel osztva 1-et ad maradékul; amennyiben
mindketts paratlan, akkor = ismét paros. A megadott C-beli x szam tehat soha nem lehet 4k 4 3 alaka.

Ahhoz, hogy megéallapitsuk, mely szamok tartoznak C-hez, azt kell megnézniink, hogy ezek a szidmok milyen
szorzatként épiilnek fel. Elképzelhets volna, hogy C-beli szamok minden tényezgGje is C-beli. Azonnal lathato, hogy ez
nem igaz. Hiszen 3-3 =9 €C, mig 3 nincs C-ben. Ez egy sokkal &ltaldnosabb ,rossz lehetGséget” mutat: Ha u osztdja
a és b mindegyikének, akkor osztoja (a2 + bz)—nek is, noha u-r6l semmit sem tudunk. Csak akkor remélhetjiik, hogy
az a® + b% valamely u osztoja is C-beli, ha u-nak a és b egyikével sincs kozos osztoja.

3. Tétel: Ha az a® + b* valamely u osztdja a és b mindegyikéhez relativ prim, akkor u € C.

Bizonyitas: Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy ezt elegendd primszamokra bizonyitani. Egyrészt egy a-hoz és
b-hez relativ prim oszté barmely osztdja is relativ prim a-hoz és b-hez. Masrészt, ha a tételt bebizonyitjuk az v minden
primosztojara, akkor ezek szorzata is C-beli, az els6 tétel kdvetkeztében.

Feltétel szerint létezik olyan v pozitiv egész szam, amelyre a 4+ b*> = v - u. Tekintsiik az olyan v pozitiv egészeket,
amelyekre v - u = a’? + b2, valamilyen o’ és b’ egész szamokkal. Tegyiik fel, hogy tugy valasztottuk meg a v-t, hogy az a
lehetd legkisebb legyen. Azt fogjuk belatni, hogy ekkor v biztosan 1, ami éppen u-nak a kivant alakban valé elGallitdsat
adja.

Osszuk el a'-t is és b'-t is u-val; mégpedig ne gy, hogy a legkisebb pozitiv maradékot kapjuk, hanem tgy, hogy
a legkisebb abszolat értékd maradék adodjék. (Ha példaul 8-at osztjuk 5-tel, akkor ne azt a felirast vegyiik, hogy
8 = 1-5+3, hanem azt, hogy 8 = 2-5+ (—2).) Legyen @’ = r-u+cés b’ = s-u+d, ahol ¢ és d megfelelGen a legkisebb
abszolut értékd maradék. Ez azt je]enti, hogy |c|, |d| £ u/2. Ebbd&l azt kapjuk, hogy

Gt (a1 uf (5w =
:a/2+b/2—u.(2alr—’r2u—|—2b/5—52 )

Itt — feltétel szerint — az elsé tag is oszthatd u-val, ezért ¢ 4+ d? is t6bbszorose u-nak, mondjuk w-szerese. Mivel
lc|, |d| £ u/2, ezért ¢ +d* <2 (u/2)* = u?/2.
¢ + d? helyébe w - u-t frva w - u < w-u/2, azaz w < u/2 adédik. Ebbsl w < u kovetkezik, mert u pozitiv egész.

Mivel az u primszam sem a’-nek sem b'-nek nem osztédja, ezért nem osztdja ¢ = (a’ — ru)-nak és d = (b’ — su)-nak
sem; igy v minimalitdsa folytan v < u is igaz.

Tegyiik fel, hogy v > 1, és végezziik most el az el6bbi eljarast u helyett v-vel. Legyen tehét

a/:p'v+fa b/:qw—l—g, |f|7 |g|§’0/2

Az el6bbihez hasonléan most azt kapjuk, hogy f? 4 ¢*> =y - v, ahol y < v.

Mivel u prim és v < wu, ezért u nem osztdja v-nek. Ebbél az is kovetkezik, hogy v nem lehet osztéja a’ és b
mindegyikének; ellenkezs esetben ugyanis (a’/v)? + (' /v)? is oszthat6 volna u-val, ami a v # 1 esetben ellentmond a
valasztott a'? 4 b'? felirds minimalitasanak. Ezért nem lehet f és g mindegyike 0, vagyis y is pozitiv.

Legyen

(1) i=adf+bg és j=dg-Vf.



Ekkor

i=d(a —pv)+ b —qu)=u-v—(ap+q)v;
és j=d O —qu)—b(a —pv) = (b'p—dq)v.

Eszerint ¢ és j mindegyike oszthat6 v-vel, és ezért

(2) (i/v)* + (j/v)* = (i + 5°) v

egész szam. A (2) alatti osszeget (1) felhasznalasaval atirjuk:

(14 3207 = (@' f +V)? + (g — V1)) /o =
= ((a?+ ) (P +9))/v° = (v-u) - (y-v)/v* =y - u

Mivel y < w és u prim, ezért i/v és j/v egyike sem lehet u-val oszthato. Eszerint y - u is két olyan négyzet Gsszege
volna, amelyek egyike sem oszthaté u-val. Ez pedig 0 < y < v és v minimalitdsa miatt nem lehet, tehat csak v =1
lehetséges, mint ahogy bizonyitani akartuk.

Nézziik most a C egy a® + b? elemét. Legyen a és b legnagyobb kozos osztoja e. Mint ismeretes, ekkor a = ce és
b = de, ahol ¢ és d relativ primek. Az a? + b? Gsszeg e és ¢ + d? szorzata, és természetesen e tényezok mindegyike
C-beli. Mivel C zéart a szorzasra és tartalmazza a négyzetszamokat, ezért elég C-nek azokat a ¢ + d° alaku elemeit
megvizsgalni, amelyekben c és d relativ primek. Ezeknek minden u primoszt6ja olyan, hogy c és d egyikének sem osztdja,
hiszen egyébként mindkettének osztdja volna, ami ellentmond annak, hogy e szamok relativ primek. A harmadik tétel
szerint e szamok maguk is C-beliek. Ezzel a kovetkez6t lattuk be:

4. Tétel: Ha egy szam felirhato két négyzetszam dsszegeként, akkor ez ugy bonthatd fel primszdmok hatvdnyainak a
szorzatdra, hogy minden olyan primszam, amely pdratlan kitevén szerepel, maga is két négyzetszdm dsszegeként irhato
fel. Ezért a pdaratlan kitevdn szerepld primszdmok nem lehetnek 4k + 3 alakuak.

Kérdés, hogy a nem 4k + 3 alaka primek felirhatoak-e két négyzetszam Osszegeként? Ha a prim péaros (p = 2),
akkor ilyen feliras trividlisan létezik: 2 =14 1.

Nehezebb annak a belatasa, hogy a 4k + 1 alakd primekre 1étezik ilyen felirds. A — talan legegyszertibb — bizonyi-
tashoz fel kell hasznalni az Ggynevezett Wilson tételt, amely igy szol:

Ha p primszam, és az 1-tdl (p — 1)-ig terjedd szamok szorzatihoz 1-et adunk, akkor p-vel oszthaté szdmot kapunk.

Legyen g = (p — 1)/2, és irjuk fel a fenti szorzat tényezsit a kovetkezSképpen:
1,2, ...,q-1,¢p—¢p—(@q-1), ..., p—2, p—1.
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A ¢” utani szamokat kéttagu Gsszegeknek tekintjiik, amelyek elsé tagja p. A szorzast ennek megfelelGen elvégezve,
lesznek olyan tagok, amelyekben p fellép tényez6ként, ezeket Osszeadva egy p- N alakd szamot kapunk. Egyetlen olyan
szorzat lesz, amely kimaradt, ez az

1-2-...-¢-(—=q) ... (-2) - (-1)

szorzat. Legyen most @ =1-2-...- g, ekkor a Wilson tétel szerint (—1)7 - Q? + 1 oszthato p-vel. Ha most p = 4k + 1
alaku, akkor ¢ = 2k, azaz (—1)7 = +1. Eszerint Q* + 1 oszthaté p-vel. 1 = 12 miatt ez két négyzet Gsszege. Mivel p
nem oszt6ja 1-nek, ezért alkalmazhatjuk a harmadik tételt, amibsl kovetkezik, hogy p maga is két négyzet Osszege.
Végeredményben tehat belattuk a kovetkezot :

Tétel: Eqgy természetes szam pontosan akkor dll eld két négyzetszam dsszegeként, ha primtényezds felbontdsdban
4k + 3 alaki primszdam csak pdros kitevdn szerepel.



