Ebben a cikkben egy olyan — rendhagyoénak nevezhets —fiiggvénnyel foglalkozunk, amelyet szamjegyek atlaganak
segitségével értelmeziink.

Az egyszertiiség kedvéért a szamokat nem tizedes, hanem kettedes (diadikus) tort alakban kezeljiik. A 10-es alaphoz
hasonléan itt is igaz, hogy minden valos = szam felirhato

T = £PrBr—1... 0100, arasas. ..

kettedes tort alakban, ahol a f3;, a; szdmjegyek értéke O vagy 1 lehet. Ez a felirds egyértelmivé tehetd azzal, ha
megtiltjuk, hogy a kettedes jegyek valahonnan kezdve csupa 1-esek legyenek; azaz

BrBr1...Bo, arag...qy, 111 ...

helyett mindig a

BrBr—1-..B80, onag...ap + 5t

eredményeként ad6doé ,,véges” alakot hasznaljuk.
Koénnyen értelmezhetjiik egy 0 és 1 kozé es6 diadikus tort elsé n jegyének atlagat: legyen

n

1
x=0, aqaz...apre Sp(x)=— E 0.
n
i=1

A ¢ fiiggvény minden ilyen x helyen vegye fel a

g(x) = lim Sy (z)
értéket, amennyiben ez a hatarérték létezik. Ezzel a g fliggvényt a [0, 1] intervallum valamely részhalmazan értelmeztiik.
(Lathato, hogy 0 < S,(x) < 1, igy 0 < g(x) < 1)
Els6ként azt vizsgaljuk meg, van-e olyan y szam, melyre g(y) = y, vagyis y megegyezik sajat szdmjegyeinek az
atlagaval. Ezutan g értelmezési tartoméanyanak a ,,nagysagat” hatarozzuk meg, majd igazoljuk, hogy g értéke ,majdnem
1

mindig” >
1. Legyen 0 < a < b < 1. Tegyiik fel, hogy az f figgvény folytonos az [a, b] intervallumon, és itt minden x-re
0 £ f(z) £ 1. Megmutatjuk, hogy ekkor létezik olyan y ([a, b]—ben), melyre f(y) = g(y). (Specidlisan az f(z) = =
fiiggvényre kapjuk, hogy alkalmas y-ra g(y) = y teljestil.)
1
Elgallitjuk a kivant tulajdonsagi y szdmot. Mivel b — a pozitiv, ezért alkalmas n természetes szdmra 2- — < b—a.

2n
1 1 1
A0, o 2. 3 - ... szamsorozatnak igy legalabb két szomszédos eleme az (a, b) nyilt intervallumba esik; jelolje

ezek kisebbikét x,,. Ekkor nyilvan

771’

(1) T, =0, ajas ..., 6és a<xn<xn+2—n<b.

Ezutan rekurziven definidljuk az x,,, ,41, ... végtelen sorozatot, ugy, hogy zi41, az xi-bol egy tovabbi kettedesjegy

hozzairasaval keletkezzen a kovetkezSképpen: Ha xx = 0, ajae ... ay, akkor legyen 541 = 0, ajae ... oy, ahol

ak+1 =1, ha Sg(zp) < f(xk), ll. agr1 =0, ha Sg(z) = f(xk). Ha 2, utan tetsz6leges 0-1 sorozatot irunk, (1) szerint

a kapott szam is [a, b]-ben lesz; ezért a < x, < Tp41 < ... < b. Legyen y = klim xk, ekkor a < y £ b, és az f fliggvény
— 00

folytonossaga kovetkeztében f(y) = klim f(zx). Megmutatjuk, hogy f(y) = g(y). Ehhez azt kell belatni, hogy minden
—00

€ pozitiv szamhoz taldlhato olyan m, amellyel minden m-nél nagyobb k természetes szamra |Sk(y) — f(y)| < €. Legyen
tehat e egy ilyen rogzitett pozitiv érték. Mivel f(y) az f(xy) sorozat hatarértéke, azért van olyan mg, hogy

€ €
) Flo) =5 < fow) < S) + 5
minden mg-nél nagyobb k-ra.
Belatjuk tovabba, hogy ha k > ——. akkor
€
(3) [Skt1(y) — Sk(y)| < B
is teljesiil. Ha ugyanis ax+1 = 0, akkor
k 1 1
1Ske1(y) = Skl = |Se(W) == = Sk(W)| = Sk (y) - 77— = /= <¢
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Ezutan bebizonyitjuk, hogy létezik olyan (mo—nél és -nél nagyobb) m természetes szdm, amelyre
€ €
(4) Fy) =5 < Smly) < fly) + 3

€
Ha ilyen m nem létezne, akkor (3) miatt vagy minden — elég nagy — k-ra Sk(y) < f(y) — o vagy minden — elég nagy —

€ €
k-ra Sip(y) = f(y) + B allna fenn. Az elss esetben azonban oy = 1 kovetkeztében klim Sk(y) =1, igy f(y) — 3 >1,
—00

ami az f-re tett feltevésiinknek ellentmond. A masodik esetben ugyanigy a1 = 0 miatt klim Sk(y) = 0, amibdl
—00
6 .
02 f(y)+ 3 szintén ellentmondas.
Az igy kapott m szamra most mar igazolhatjuk, hogy
ISk(y) = f(y)| =&, ha k>m.

Ennek bizonyitasat indirekt aton végezziik el. Tegyiik fel, hogy a kivant egyenlGtlenség nem teljesiil minden, m-nél
nagyobb k-ra; legyen k a legkisebb olyan természetes szam, melyre k > m és |Si(y)— f (y)| > €. Ez utobbi egyenl6tlenség
kétféleképpen valosulhat meg.

1 eset: Sk(y) > f(y) + e. Mivel a k szamot a lehets legkisebbnek valasztottuk, ezért (és (4) miatt, ha k =m + 1)
(5) Sk-1(y) < f(y) +¢

(3) miatt viszont esetiinkben

(6) Si-1(y) > fy) + 5.

tehat (2), (6) és (5) egybevetésébdl

(™) F@r1) < F@) + 5 < Siea(y) = S (w4-1)

és

(8) Sk—1(wp—1) = Sk—1(y) < f(y) + & < Sk(y) = Sk(k).

Definicionk (7) alapjan az ai = 0 jegyet adja, ekkor azonban S (z) < Sk—1(zk—1), ami ellentmond (8)-nak.

2. eset: Si(y) < f(y) —e. A k minimalitasa folytan most
(5) Se-1(y) > f(y) — &,

mig (3) miatt eztttal

(6) Si-1(y) < f(y) — 5.

tehat (2), (6') és (5) értelmében

(7) [eemr) > f(y) = 5 > Sieay) = S ()
és

(8 Sk—1(zr—1) = Sk—1(y) > f(y) — & > Sk(zk).

A (7') kovetkeztében ay, = 1, igy Sk(zx) = Sk—1(xk—1); ez ellentmond (8")-nek.
Mivel az ¢ barmilyen (kicsi) pozitiv szam lehet, ezért valéban klim Sk(y) = f(y).
— 00

2. [0, 1]-ben g értelmezési tartomdnya, valamint azon pontok halmaza, melyekben g nem értelmezett, egyardnt
kontinuum szdmossdagii.

A) Az el6z6 részben bizonyitott tételt az f(x) = ¢, (0 £ ¢ < 1) konstans fliggvényekre alkalmazva azt kapjuk, hogy
¢ minden [0, 1]-beli értéket f6lvesz, igy az értelmezési tartomanya is (legalabb) kontinuum szamossagu.

B) Tegyiik fel ezutén, hogy az x = 0, ajas ... helyen g nincs értelmezve. Valtoztassuk meg x néhany négyzetszam
sorszamu helyen allo kettedesjegyét. Megmutatjuk, hogy az igy létrejovs y helyen sem értelmes a g fliggvény. Tegyiik
fel ugyanis, hogy kli)rgo Sk(y) letezik. A

k
> i =kSk(x) és kSk(y)
1=1



osszegek legfeljebb az 1., 4., 9., ... t?-edik helyeken kiilonbozhetnek egymastol, ahol t* < k. Igy

|kSk(x) — kSk(y)| £ > 1=t < VE,

i=1

ezért

—_

Sk () = Sk(y)| = T
Ekkor azonban klim Sk(z) — Sk(y) = 0, kovetkezésképpen Si(x) is konvergens lenne; ennek az ellenkezgjét tettiik fel,
—00
tehat klim Sk(y) sem létezik.
— 00

Az igy kaphato6 y szamok szamossaga megegyezik a (végtelen) 0-1 sorozatok szamossagaval, hiszen éppen egy ilyen
sorozattal jelolhet§ ki, hogy mely szamok négyzeteinek megfelels helyen valtoztatjuk meg z-et: a sorozat i-edik eleme
pontosan akkor legyen 1l-es, ha az i>-edik kettedesjegy valtozik.

Ha tehat megadunk legalabb egy olyan z-et, amelyre az Si(x) sorozatnak nincs hatéarértéke, akkor a ¢ fiigg-
vény (legalabb) kontinuum szamossagu helyen nincs értelmezve [0, 1]-ben. Egy megfelel§ szam a kovetkezs: z =
0, 1001111000000001 ..., ahol rendre 2°, 2, 22 23, ... darab 1-es, ill. 0 szamjegy koveti egymast felvaltva. Konnyen
lathato, hogy minden k-ra

1 2 4 2k—2 1
& 2k+2
1 A gee 1 2221 9

tehat az Sy, (z) sorozatnak valoban nem létezik hatarértéke.

1
3. Végezetil megmutatjuk, hogy g(x) értéke 1 valdsziniséggel > azaz a [0, 1] intervallumbdl véletlenszerden vdlasztott
1
x helyen g(x) értéke 0 valdsziniséggel tér el §_t(ﬂ —ide szdmitva azt az esetet is, hogy g(x) nem értelmezett.

1
Jeloljiik H-val azoknak a [0, 1]-beli szamoknak a halmazat, amelyekben g nem értelmezett vagy az értéke nem —.

Azt fogjuk megmutatni, hogy H nullmértéki, azaz tetszbleges pozitiv € esetén H lefedhetd olyan intervallumokkal,
amelyek Osszhosszusaga legfeljebb e.
Nullmértéki példaul minden olyan halmaz, amelynek véges sok vagy megszamlalhatéan végtelen sok pontja van.

3
Ez a kovetkezGképpen lathaté be: Rendezziik sorba a halmaz elemeit, és a sorban az n-edik elemet fedjik le egy on

=1
hosszisaga intervallummal; ezzel a halmazt lefedjiik egy legfeljebb ¢ Z 5 = € hosszusagu intervallumrendszerrel.
i=1
Megszamlalhato sok nullmértéki halmaz egyesitése is nullmértékd. Ha ugyanis e halmazok Vi, V5, ..., és e > 0,
€
akkor Vj,-et —— Osszhosszisagu intervallumrendszerrel lefedve, majd a lefedéseket egyesitve a Vi, Va, ..., halmazok

egyesitését lefeds, e 6sszhosszisagu intervallumrendszerhez jutunk.
Az iménti el6késziiletek utan térjiink vissza H vizsgélatdhoz; legyen € egy (a tovabbiak soran rogzitettnek tekintett)

> ¢ egyenl6tlenség

1
pozitiv szam. Jelolje H. azoknak a [0, 1]-beli = értékeknek a halmazat, melyekre az |S,(z) — 3

végtelen sok n-re teljesiil. Ha n egy ilyen szam, akkor legyen k a legnagyobb olyan egész, amelyre 5 . > ¢. Ha

> ¢, akkor z els6 n tizedesjegye kozott az l-esek szdma 0, 1, ..., k, vagy n, n—1, ..., n — k lehet. ¢

Sn(z) — %

n
darab 1-es esetén ugyanis t < 5re

1 1 ¢
S"@‘a‘:r;’
P n ! -
m1gt>§—ret:n—tes
1 ot 1 1
Sp(z) — == -2 =2
(@) 2‘ n 2 2 n

A t darab 1-es (?) -féleképpen helyezkedhet el az elsé n szamjegy kozott, és barmelyik ilyen elhelyezéshez tartozéd x

1
szamok egy on hosszisaga intervallumnak a pontjai. (Egy = 0, ajas ... apapyr ... tort ugyanis pontosan akkor



ilyen, ha ajas ... a, éppen a kivant elhelyezés, az au,+10a42 . . . rész pedig tetszéleges, azaz 0, 0 ... 0, apr1Qpy2 ...

1 1
a |0, on intervallum egyik pontja.) Az |S,(z) — 3 > ¢ feltételnek eleget tevd pontok tehat lefedhetdk az

= [+ (D) eon ()4 () =+ ()]

Osszhosszisagu H' intervallumrendszerrel. Becsiiljiik meg a,, nagysagat! Ha 0 < y < 1, akkor a binomindlis tétel

értelmében
n n n n
1 "= kg S
Nk ny k N\ ko on—1. k
.. =9 k.
azaz ( ) ( :
1+y)" 1+y) 1+y\" 1 . 1 A"
n < < - =92 =9 =4 e+ '
Ty " g TyE (2y§—8 AR
1 _1 1 +1 . . .
Az r(y) = B} Y+ 3 Yy 2 fliggvény derivaltja:

1 1 : 1 1
' (y) = 3 (5—5) Y2 —|—§ (5—1—5) YT

Mivel r(1) = 1 és 7'(1) = € > 0, ezért van olyan y; hely a (0, 1) nyilt intervallumban, amelyre r(y;) < 1. Jellje az
r(y1) értéket v; ekkor
an < 20™.

Legyen [ tetszoleges pozitiv szam, és valasszuk n-et olyan nagynak, amelyre mar

n

0<21U <8

(ez megtehetd, hiszen 0 < v < 1). Ezzel az n-nel a H", H™' ... intervallumrendszerek egyesitésének Gsszhossza
legfeljebb
20™

an—l—anH...<2(v"—|—v"+l—|—...): 1o

< p.
AH' H :H, ... intervallumrendszerek egyesitése lefedi a H. halmazt. Ha ugyanis « a H. egyik pontja, akkor léteznie

Sk(CL‘) — l

kell olyan, n-nél nem kisebb k értéknek, amelyre 5

> ¢, hiszen ellenkez§ esetben x csak véges sok m-re

1
elégiti ki az ‘S’m(x) — 5‘ > ¢ egyenlGtlenséget. H. tehat lefedhetd egy legfeljebb S Osszhosszisagi intervallumrend-

szerrel; mivel 8 tetszélegesen kicsi lehet, ezért H. nullmértékd halmaz. Ily moédon pl. Hyon is nullmértéki, tehéat a
Hyg, Hyjg2, Hijos, ... halmazok W egyesitése is nullmértékd. Végezetiil megmutatjuk, hogy W lefedi H-t (ekkor
persze W = H), igy H is nullmértékd. Tegyiik fel, hogy = a H;/o» halmazok egyikében sincs benne. Ez azt jelenti,

1 1 -
hogy mindegyik n természetes szamra az | Sy (z) — 3 > on egyenl6tlenség csak véges sok k-ra teljesiil. Igy minden n-re
. . 1 1
létezik olyan k,,, hogy valamennyi, k,-nél nagyobb k egészre |Sk(x) — B < o tehat

. 1 1
Jm Sk(z) = 5 azaz g(x) = 3

vagyis x nincs benne H-ban sem. Eszerint H része W-nek.



