Elsé fordulo
1. és II. kategoria

1. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a

Wr—24Vr+2=4vVa22—-4

egyenletet.

2. Huzzunk érintGket a k korhoz a rajta kiviil levé A pontbol. Az érintési pontok legyenek B és C. Huzzunk
merdlegeseket a k kor tetszéleges pontjabol a BC, C' A és AB egyenesekre. A merdélegesek talppontjai rendre Aj, By,
és Cl, ahol A; € BC,Bl € CAés Cy € AB.

Bizonyitsuk be, hogy PA; mértani kézepe PBi-nek és PCy-nek.

3. Egy 8 x 8-as sakktabla mezdire irjuk be sorban 1-t6l kezdve a természetes szadmokat a bal fels sarokbol indulva
jobbra, majd folytatva a masodik sorban ugyancsak balrol jobbra és igy tovabb.

Helyezziink a sakktabla mezgGire olyan 6sszefiiggs, harom kis négyzetbdl allo alakzatokat, amelyekben nem mind a
harom négyzet esik egy sorba vagy egy oszlopba. Hany olyan rahelyezés létezik, amelyben a lefedett mezskben 1év6
szamok Osszege oszthatd 3-mal?

4. Az x valos szam mely értékére van minimuma az

fla) = V222 — 6249+ /222 + 62 +9

fiiggvénynek?
5. Egy fabol késziilt téglatest alapéleinek aranya 3 : 4, valamennyi élének hossza egyiittvéve 176 cm. Szétflrészeljiik
a testet harom szimmetriasikja mentén, valamint a szemben 1év6 oldalélparokkal meghatarozott sikok mentén. Az igy

létrejove testek Osszes felszine haromszor akkora, mint az eredeti test felszine.
Mekkorak a test élei?

6. Van-e olyan szabalyos sokszog, amelyben a leghosszabb és a legrovidebb atlo mérdszamanak a kiilonbsége egyenld
az oldal mér&szamaval?

1II-1V. Kategoria

1. Egy telepiilés lakoinak szdma négyzetszam volt. 1000 f6vel névekedett a lakosok szama, ekkor egy négyzetszamnal
1-gyel t&bb lett. Ujabb 1000 fével novekedve ismét négyzetszam lett.

Mennyi volt eredetileg a lakosok szama?

2. Az Ay, Ag, ..., Ao egységnyi teriiletd szabalyos tizenkétszog O kozéppontjat tiikrozzik az A3 A, AsAg és
AgAip egyenesekre. Szamitsuk ki az igy kapott pontok altal meghatarozott haromszog teriiletét.

3. A PQR haromszog oldalainak hossza p, ¢, r. A haromszogrél tudjuk, hogy ha n tetszéleges pozitiv egész szam,
akkor van olyan haromszog, amelynek oldalai p™, ¢", r". Bizonyitsuk be, hogy a haromszog egyenls szara.

4. Hatarozzuk meg

sin a1 -sin x9-...-sin x,
maximalis értékét, ha x1,xs, ..., x, olyan valés szamok, amelyekre teljesiil, hogy
tg x1 -tg X9+ ... - tg xy, = 1.

5. Az ABC haromszog koré irt korének kézéppontja O, a kor cstcsot nem tartalmazo AB, BC, C' A ivének felezs-
pontja rendre C1, A1, B;.
Bizonyitsuk be, hogy ha

OR = OA, + OB, + OCy,
akkor K az ABC héaromszogbe irt kor kozéppontja.
A masodik (dontd) fordulé feladatai
I. kategoria
(Szakkizépiskoldk tanuldi részére)
1. Az z, y és z valés szamokra teljesiilnek a kovetkezs Osszefiiggések:
r+y=2-1
ry = 2% — Tz + 14.

Mely =z érték esetén lesz az x° + y? Gsszeg értéke maximalis?



2. Oldjuk meg a
sinx

sinx —

egyenletet, ahol x # 0 és x € [O; g} .

1
3. Az ABC hegyesszogi egyenls szaru haromszog BC alapjanak C' végpontja koriil §BC sugarral kort rajzolunk,

amely az AC oldalt D pontban metszi. Kossiik 6ssze a haromszog koré irhato kor C-t nem tartalmazé AB {vének
tetszoleges belsé P pontjat C-vel, majd hizzunk parhuzamost a D ponton &t PC-vel. Ez az egyenes a PA egyenest a

1
@ pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy PQ = §(PC — PB).

Hogyan valtozik a feladat allitdsa, ha P a korvonal tetsz6leges pontja?
II. kategoria
(Alaptantervi gimndziumi osztdlyok tanuldi részére)

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely tiz, egyméast kdvets pozitiv egész szdm koziil legalabb egy relativ prim a tobbi
mindegyikéhez.

2. Az ABC haromszogben AB = AC. A haromszog beirt korének kozéppontja legyen O. A BAC' szog szérait és
az ABC haromszog koré irt kort beliilrdl érinté kor az AB oldalt a P pontban, az AC oldalt a @ pontban érinti.
Bizonyitsuk be, hogy az O koézéppont rajta van a PQ szakaszon.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha n tetszés szerinti, 3-nal nem kisebb természetes szamot jelol, akkor

1 1 1 1

III. Kategoria
(Fakultativ matematikai osztdlyok tanuldi részére)

1. Igazoljuk, hogy ha a,b,c > 0 valds szamok, akkor

Va2 +b2 —ab+ Vb2 +c2 —be = Va2 + 2 + ac.
2. Jelolje II(n) az n pozitiv egész pozitiv osztoinak szorzatat
(pl.: (I1(3) = 3,II(4) = 8). Igazolja, hogy ha II(m) = IIn, akkor m = n.

3. Az ABC héromszogben ACB< = v > ABC< = 8 > BAC< = «. Bizonyitsa be, hogy az ABC haromszog
beirhato korének I kozéppontja a BOM haromszog belsejében van (O az ABC héaromszog kore irt kor kozéppontja,
M pedig a magassagpont).

IV. kategoria
(A gimndziumok specidlis matematikai osztdlyai)
1. Hany oldalu (konvex) szabalyos sokszogekre igaz, hogy az oldalhosszuk A;A; 1 az A;A; 12 és A;A;ys atlohosszak
harmonikus kozepének a fele, ahol a sokszog csucsai rendre A;, Ag, Ag, ... 7
2. Bizonyitsuk be, hogy 13 kiilonb6z6 valos szam k6z6tt mindig van két olyan (jelolje ezeket ¢ és d), amelyekre

c—d
0 2 —+/3.
<1+cd< V3

3. Hatarozza meg az
z? — 2y4 =1

egyenlet 0sszes egész megoldésait.



