1. Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD konvex négyszdg belsejében van olyan P pont, hogy a PAB, PBC, PCD,
PDA hdromszogek egyenld teriletiek, akkor a négyszog valamelyik dtloja felezi a négyszog teriletét.

I. megoldas. Azt mutatjuk meg, hogy ha van a feladatban leirt tulajdonsagu P pont, akkor az az egyik atlon van
(az atlo felezGpontja). Ebbol kovetkezik a feladat allitasa, mert ha P példaul a BD atlén van, akkor a BC'D haromszog
a PBC és a PCD haromszog egyesitése. A részharomszogek teriilete a négyszog teriiletének negyedrésze, igy a BD
atlo két egyenld teriileti részre osztja a négyszoget.

A tovabbiakban egy KL ...V sokszog teriiletét 7x .. v-vel fogjuk jelolni.
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1. dbra

Mivel Tapp és Tepc egyenld, és a két haromszog BP oldala k6z0s, igy a ra4 merdleges magassagok is egyenlék. A
és C' tehat egyenls tavol van a BP egyenest6l, annak két oldalan (1. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenes atmegy
az AC atlo F felezGpontjan. Ugyanigy nyerjiik, hogy DP is atmegy F-en. Ha a két egyenes kiillonb6zs, akkor csak egy
metszéspontjuk van, igy P azonos F-fel, vagyis P az AC &atlon van. Ha viszont a két egyenes egybeesik, akkor ez az
egyenes a BD atlo egyenese, tehat ekkor P a BD atlon van. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. Nyilvanvaloan igaz a feladat allitdsdnak a megforditasa: Ha valamelyik atlo felezi a négyszog
teriiletét, akkor van olyan P pont a négyszog belsejében, amelyikre

TABP = TBCP = TCDP = TDAP-

Nyilvan ilyen pont a teriiletet felezG atlo felezGpontja.

2. Az utols6 mondatban mondhattuk volna: ez a pont ...”, mert legfeljebb egy ilyen pont lehet a négyszog belsejében.
Ha ugyanis a P pontra a 4 haromszog teriilete egyenls és egy P’ pont pl. az ABP haromszog P-t6l kiilonbozé pontja,
akkor

TABP' < TABP,

igy P’-re nem teljesiilhetnek a megfelel§ egyenldségek.

3. Lényeges az a kikotés, hogy a P pont a négyszog belsejében legyen, ugyanis létezhet a négyszogon kiviil is olyan
pont, amelyikre a négy haromszog teriilete ugyanakkora. Induljunk ki egy APBR paralelogramméabol. A BR oldalon
valasszunk ki egy S pontot R-hez kizelebb, mint B-hez. Legyen C' a PS és AR egyenes metszéspontja, D pedig B-nek
az S-re vonatkozo titkorképe (2. dbra).

2. abra

S valasztasa folytan C' az AR szakasz R-en tuli meghosszabbitasan van, D pedig BR-nek az R-en tali meghosszab-
bitasan, tehat az ABCD négyszog konvex. Ekkor kdnnyen lathato, hogy a PDA, PAB, PBC, PCD haromszogek
teriilete egyenld, viszont P nincs rajta egyik atlon sem.

Belathato, hogy minden ellenpélda ilyen felépitési, annak alapjan, hogy ha két haromszog teriilete egyenls és egy
oldaluk kozos, akkor a kozos oldal egyenese vagy felezi a harmadik csicsokat Osszekotd szakaszt, vagy parhuzamos
vele.



II. megoldas: Paralelogrammak esetén egyrészt az atlok metszéspontja megfelel P pontnak, masrészt mind a két
atlo felezi a négyszog teriiletét, tehat a feladat allitdsa igaz. A tovabbiakban paralelogrammaktol kiillonb6zd négyszo-
gekre szoritkozunk. Tegyiik fel, hogy AB és C'D nem péarhuzamos.

3. dbra

Ha egy P pontra teljesiilnek a feladat feltételei, akkor az ABC P négyszog teriilete az adott négyszog teriiletének a
fele. Az olyan P pontok, amelyektdl csak ennek teljesiilését kivanjuk meg, egy AC-vel parhuzamos egyenesen vannak,
mert az ABC haromszog teriilete nem fiigg a P pont helyzetétdl, igy az AC P haromszog teriiletének is egy megadott
értéknek kell lennie (3. dbra). Ez az egyenes lehet AC barmelyik oldalan, vagy lehet az atlo egyenese is. A BD atlot
ez az egyenes az F' felez6pontjaban metszi, mert

1 1
TABF = 5TABD €8 TBCF = 5TBCD;

2 2
a jobb oldalon szereplé haromszogek pedig egyiitt az adott négyszoget adjak.

A feladat feltételeit kielégité P pontra az ABP és CDP héaromszogek teriiletének az Osszege is az adott négyszog
teriiletének a felét adja. Az ezt a feltételt kielégité P pontok is egy egyenesen sorakoznak. Feltettiik, hogy az AB és
a C'D egyenes nem parhuzamos. Jeloljiik metszéspontjukat M-mel és a bettizést valasszuk gy, hogy ez az oldal A-n,
illetSleg D-n tuli meghosszabbitasara essék. Toljuk el ezutan az oldalakat egyenesiik mentén gy, hogy A, illetSleg D
az M pontba keriiljon. A keletkezé M B’, illetsleg MC’ oldalakra P-bél hiizott magassag nem valtozott meg, igy az
M B'C’ P négyszog teriilete is az eredeti négyszog teriiletének a fele, a keresett pontok tehat egy B’C’-vel parhuzamos
egyenesen vannak, amint azt az el6z6ekben belattuk.

Ez az egyenes atmegy az atlok felez6pontjan, ugyanis a C DF' haromszog teriilete is a BC'D haromszog teriiletének
a fele, igy az ABF és a C DF haromszog egyiittes teriilete az ABC D négyszog teriiletének a fele. Ugyanigy belathato,
hogy az AC atlo E felezGpontja is a széban forgo egyenesen van. A P pont ezek szerint az EF egyenesnek és az F
ponton 4t AC-vel parhuzamosan htuzott egyenesnek a metszéspontja, vagyis I, ha a két egyenes kiilonbozik. Ez esetben
a BD atlo felezi az ABC'D négyszog teriiletet[] A ket egyenes akkor esik egybe, ha az els6nek emlitett egybeesik az
AC egyenessel. Ekkor viszont P az AC 4tlon van, s igy ez az atlo felezi a négyszog teriiletét.

Megjegyzések: 1. A megoldasban két mértani hely szerepelt, amelyek a kovetkez6 alakban egyesitheték: Adott a
sikban két szakasz, keressiik azoknak a pontoknak a mértani helyét, amelyeket a két szakasz végpontjaival 6sszekotve
a keletkez6 két haromszog teriiletének az Osszege egy adott érték. A feladat megoldasahoz nem volt sziikség a mértani
hely pontos meghatarozasara.

A feladat megoldésa soran azt is lattuk, hogy ha a két szakasz nem parhuzamos, akkor az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehets, hogy egyik végpontjuk kozos. Ez esetben a két szakasz egy-egy félegyenest hataroz meg, és a mértani
helynek a koztiik levs szogtartomanyba esG részét egy, a masik végpontokat 6sszekots egyenessel parhuzamos egyenes
tartalmazza. Konnyd latni, hogy a mértani helynek a szogtartomanyba es6 része az egyenes idees§ szakasza, és az
egész mértani hely annak a paralelogrammaénak a hatara, amelyiknek ez a szakasz az egyik oldala és kozéppontja a
szakaszok koz0s végpontja.

Egyszertisodik a helyzet, ha a teriileteket elGjeles mennyiségeknek tekintjiik a kdvetkezd moédon: megadjuk a hatar-
nak a koriiljarasi iranyat (sokszogeknél pl. az egymaés utani csucsok felsorolasaval), és pozitivnak tekintjiik a teriletet,
ha a koriiljarasi irdny az 6ramutat6 jarasaval ellentétes, negativnak, ha azzal megegyezs.

Koénnyen lathato, hogy ez esetben nem valtozik a mértanihely-probléméban a teriiletdsszeg akkor sem, ha az egyenes
mentén kilépilink a szogtartomanybol, s igy a mértani hely egy egyenes lesz.

Bonyolédik a helyzet, ha a két szakasz parhuzamos. Ha pl. a teriiletet mindig pozitiv mennyiségnek tekintjiik és a
két szakasz egyenld hosszi, tovabba a két haromszog teriiletének Osszege a szakaszok meghatarozta paralelogramma

LAbrank esetében nincs a feltételt kielégit6 P pont, sem a négyszog teriiletét felezd atl6, annak érdekében, hogy a két mértani hely
kiilonvaljék.



teriiletének a fele, akkor a két szakasz egyenesei kozti sav Gsszes pontja alkotja a mértani helyet. A teriiletdsszeg nem
lehet kisebb ennél az értéknél.
A kérdés tovabbi elemzését az Olvasora bizzuk.

ITI. megoldas. Jeloljik a P pontbdl a négyszog csicsaihoz vezet szakaszokat és a koztiik levd szogeket a, b,
¢, d-vel, illetSleg «, B, 7, d-val amint a 4. dbra mutatja, és irjuk fel a feladatban szereplé négy haromszog kétszeres
teriiletének az egyenlGségét, a teriiletet két oldallal és a koztiik levs szoggel fejezve ki:

absina = besin § = cdsiny = da sin 6.

Innen az els6 és a harmadik kifejezés szorzata egyenlé a masodik és a negyedik szorzataval. A 0-t6l kiilonb6z6 abed
szorzatot mindkett6bdl elhagyhatjuk és a kovetkezd, szogek kozti Osszefliggést kapjuk:

sin arsin -y = sin S sin 4.
Az Osszefiiggést a

2sin psint = cos(p — ) — cos(p + 1)

azonossag alapjan igy alakithatjuk at:
cos (a— ) —cos(a+v) =cos (B8 —38)—cos(8+9).
Tudjuk azt is, hogy a négy szog Osszege 360°, ezért
cos (B+6) =cos (— (a+7)) = cos (+7),

és igy a két kisebbitendd is egyenls. Az egyes sz6gek 180°-nal kisebb pozitiv szogek, igy a szOgkiilonbségek —180° és
180° kozt vannak. Koszinuszaik tehat csak tgy lehetnek egyenlsk, ha a szogek vagy egyenldk, vagy egymaés ellentettjei.
Az els6 esetben

a—y=08—-0 azaz a+6=L+,

és mivel a négy szog Osszege 360°, igy az egyenl6ség mindkét oldalan 180° all, azaz P a BD szakaszon van, tehat BD
felezi a négyszog teriiletét.
A mésodik esetben
a—y=0—p0 azaz a+B=~v+0.

Ekkor P az AC atlon van, és ez felezi a négyszog teriiletét.

IV. megoldas. Megoldhatjuk a feladatot a vektorialis szorzat felhasznéalaséval is. Jeloljiik a P pontbol a cstcsokhoz
mutat6 vektorokat a, b, c,d-vel. Ekkor a feltételben szereplé négy haromszog teriiletének egyenléségét az

axb=bxc=cxd=dxa

egyenldségek fejezik ki. Valoban, az egyes vektorszorzatok hossza a haromszogek teriiletének a kétszerese, és a vektorok
a sik ugyanazon oldalara mutatnak, mert a P pont a négyszog belsejében van.

Képezziik az els6 és masodik, tovabba a harmadik és negyedik szorzat kiilonbségét és hasznaljuk fel, hogy a
vektorialis szorzat a tényezsk felcserélésével az ellentettjére valtozik, tovabba a disztributiv tulajdonsagéat:

o=axb—-bxc=axb+cxb=(a+c)xb;

és hasonléan kapjuk, hogy
o= (c+a)xd.

Az el6szor nyert szorzat csak agy lehet a nullavektor, ha a + ¢ = o, vagy a + ¢ és b parhuzamos. Az elsG esetben
c = —a, ami azt jelenti, hogy P az AC &tlo felezGpontja, igy ez az atlo felezi a négyszog teriiletét. Ha viszont a + ¢
nem o és parhuzamos b-vel, akkor a masodik nyert Osszefiiggésbdl adodik, hogy d-vel is parhuzamos, vagyis b és d
parhuzamos vektorok. Ekkor tehdt P a BD 4atlon van, és igy ez az atlo felezi a négyszog teriiletét.



Megjegyzés. Az adott négyszog konvex voltat csak annyiban hasznaltuk fel, hogy a megoldasban szerepls vektorialis
szorzatok a sik ugyanazon oldaldra mutatnak. Ez azonban konkav négyszogre is teljesiil, ha a P-bél a cstiicsokhoz huzott
szakaszok a négyszog belsejében vannak.

Belatjuk, hogy ha konkav négyszog belsejében van a feltételnek eleget tevé P pont, akkor az utoljara mondott
feltétel teljesiil ra, és igy a feladat allitasa a konvexitas kikotése nélkiil is igaz. Valoban, ha a négyszog konkav szoge a
D csicsndl van, akkor a Tapp = 7opp egyenlGségbdl kivetkezik, hogy a DP egyenes vagy felezi az AC szakaszt, vagy
parhuzamos vele. Az els6 esetben a PA, PB, PC, PD szakaszok a négyszog belsejében futnak. Ha viszont egy P;
pontra az utébbi teljesiil, akkor vagy az ABP; haromszog, vagy a BC Py haromszog tartalmazza a D pontot (5. dbra),
mondjuk, az elébbi eset all fenn. Ekkor a haromszog tartalmazza az ADP; haromszoget is, tehat teriilete nagyobb,
mint az utébbié, igy nem teljesiilhet a P; pontra a feladat feltétele.

5. dbra

2. Az 1, 2, ..., n szamok kézil vgy akarunk kivdlasztani {a,b, c} hdrmasokat, hogy a < b < ¢, tovdbbd hogy birmely
két kivdlasztott {a,b,c}, {a’,b',c'} hdrmasra aza=a', b=V, c = egyenldségek kiziil legfeljebb egy teljesiiljon.
Magzimdlisan hdny ilyen szdamhdrmast vdlaszthatunk ki?

Megoldas. 1. Ha a kozéps6 elem egy adott b szam, akkor az els6 elem az 1, 2, ..., b — 1 szdmok valamelyike
lehet, a harmadik pedig a b+ 1, ..., n szamok valamelyike. Az elbbiek szama b — 1, az utobbiaké n — b. A ketts
koziil a kisebbik — vagy kozos értékiik, ha a ketts egyenlé—, adja meg, hogy b maximalisan hany harmasban léphet fel
kozépss elemként.

Természetesen 2 < b < n — 1, és az elmondottak szerint a 2 és az n — 1 egyszer, a 3 és az n — 2 kétszer léphet
fel maximalisan, és igy tovabb. Igy a kivalaszthaté harmasok szamara a kovetkezs felss korlatot nyertiik: ha n paros,
n = 2k akkor

2-14+24...4k=-1)=k(k—1)=n(n—2)/4;

ha n paratlan, n = 2k 4 1, akkor
2-(1+2+...+k—1)+k=k=((n-1)/2)".

2. Ennyi harmas ki is valaszthato a feltételnek megfelel6 moédon minden esetben. Vegyiik példaul az {a,b,a + b}
alakt harmasokat, ahol 1 £ a < b és a+ b < n. Itt a hdrmas barmelyik két eleme meghatéarozza a harmadikat, igy két
kiilonb6zé harmasnak legfeljebb egy helyen lehet egyezé eleme.

Az is 1athato, hogy ha b < n/2, akkor els6 elemnek 1-t6l b — 1-ig minden érték eléfordul, mert b-hez adva még n-nél
kevesebbet ad, ha pedig b > n/2, akkor harmadik elemként b+ 1-t6l (amikor a = 1) n-ig minden érték eléfordul, mert
a hozzajuk tartozo els§ elemre a = ¢ — b < n —n/2 = n/2, és ez kisebb b-nél. A kivalasztott harmasok szama tehat
annyi, mint a fels¢ korlatként kapott érték.

Megjegyzések: 1. A nyert eredmény irhato az egészrész jelével egy formulaban [((n -1)/ 2)2} alakban.

2. Mas modokon is valaszthatunk ki maximalis szamua harmasokbol all6 rendszert. Ilyenek pl. az {a,a+d,n+1—d}
harmasok, ahol 1 £ d < L a, vagy az {a,a + d,a + 2d} harmasok, ahol 1 < d < L a;

3. A megoldasban csak azt hasznaltuk ki, hogy két harmas az elsé és mésodik elemében, tovabbéa a mésodik és
harmadik elemében nem egyezhet meg. Akkor sem lehet tehat tobb harmast kivalasztani, ha azt megengedjiik, hogy
két harmas az els6 és harmadik elemében megegyezzék.

4. A megoldast szemléletessé tehetjiik tgy, hogy a szamharmasokat térbeli koordinataknak tekintjik. Ekkor az
els6 siknyolcadban keressiik azokat az egész koordinataju pontokat, amelyek az n élhosszisagu kockdban vannak, és
az a = b egyenletd atlos siknak a pozitiv b-tengelyt, tovibba a b = c egyenletiinek a pozitiv c-tengelyt tartalmazoé
oldalara esnek (a hatarsikot méar kizarva); végiil a koordinataegyezések kizarasara vonatkozo kikotés geometriailag azt
jelenti, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyeneseken csak egy-egy kivalasztott pont lehet.




6. dbra

A sikok a kockabol egy tetraédert vagnak ki (6. abra). Ebbdl kell az utolso feltételnek is megfelel6en maximalis
szamu pontot kivalasztani. Az egy adott b értékhez tartozo pontok a tetraéder egy téglalap alaki metszetébe es6
egész koordinataji pontok. Ezek koziil nem valaszthatd ki tobb, mint ahany egész ¢ értékhez tartozo, a-tengellyel
parhuzamos egyenes van a téglalapon, sem anndl tobb, mint az egész a értékhez tartozo, c tengellyel parhuzamos
egyenesek szama, vagyis nem valaszthato ki tobb, mint a két szam kisebbike. Ez pedig a fent nyert becsléshez vezet.

5. Tobben azzal vélték megoldani a feladatot, hogy megadtak a harmasoknak egy rendszerét (tOrténetesen a
fontebb emlitettek valamelyikét) és azt mutattak meg, hogy ezekhez nem vehetd hozza tovabbi harmas a kikotések
megsértése nélkiil. Ebb6l azonban még nem kovetkezik, hogy a kivalasztott hdrmasok szdma maximalis. Az els§ 5
szambol valogatva pl. az {1, 2, 4}, {1, 4, 5}, {2, 3, 4} rendszer nem bdvithets, de tudjuk, hogy kivalaszthato 4 harmas
is 4gy, hogy ne sértse meg az elGirasokat.

Ezzel kapcsolatban felmeriil egy probléma is. Az 1, 2, ..., n szamok koziil ugy akarunk kivalasztani a feladat
feltételeinek megfelel6 harmasokat, hogy tovabbi harmast méar ne lehessen hozzévenni. Mi az ilyen rendszerek elem-
szamanak a minimuma? Konnyt latni, hogy n = 5-re két harmas még nem zéarhat ki minden tovabbit, igy a kérdezett
minimum 3. Az el6z6 megjegyzésben leirt szemléltetés segitségével sikeriilt n = 6, 7, 8, 9-re rendre 5, 7, 10, illet6leg
13 harmasbol allo, nem b&vithets rendszert talalni, de lehet, hogy ezek nem a minimélis értékek. (A kivalaszthato
harmasok maximalis szama ezekre az n értékekre 6, 9, 12, illetSleg 16.)

Ha a feltételt a 3. megjegyzésben emlitett gyengébbel helyettesitjiik, akkor mar igaz, hogy a harmasok minden olyan
rendszere, amelyik nem bévithet, maximalis elemszamu. Valéban, két kiilonbo6z6 kdzépsselemd harmas nem zérja ki

n
egymaést, ha pedig azok kozt, amelyek kozépss eleme ugyanaz a b érték, és nem fordul elg b < 5 esetén valamilyen

a < b érték elss elemkeént, illetSleg b > n/2 esetén valamilyen b + 1 és n kozti ¢ érték harmadik elemként, akkor van
olyan {a,b, ¢} harmas, amelyik hozzavehets a rendszerhez, mert az el6bbi esetben a harmadik helyre, az utébbiban az
els6 helyre legalabb annyi szam all rendelkezésre, mint a méasik helyre.

3. A konvex PQRS négyszog minden csucsdnak mindkét koordindtdja egész szam. A négyszog dtloinak metszéspontja
legyen E. Bizonyitsuk be, hogy ha a négyszog P és Q csicsdndl lévé szogek dsszege 180°-ndl kisebb, akkor a PQE
hdromszdg tartalmaz a belsejében vagy a hatdrdn olyan P-tél és Q-tol kilonbozd pontot, amelynek szintén egészek a
koordindtda.

Hogy rovidebben tudjuk magunkat kifejezni, az egész koordinataju pontokat rdcspontnak fogjuk nevezni és az olyan
sokszogeket, amelyeknek minden csticsa racspont, rdcssokszdégnek.

I. megoldas. 1. Egyrészt belatjuk, hogy a sokszog, pontosabban a PQR vagy a PQS haromszog tartalmaz a
csticsain kiviil is racspontot, masrészt azt, hogy ha van racspont az EPS vagy az EQR haromszog belsejében, akkor
egy ilyen racsponttal helyettesitve az S, illetSleg az R csicsot, elég az allitast a keletkezé kisebb négyszogre bizonyitani,
erre is teljesiilnek a feladat feltételei.

A kettsbdl kovetkezik a feladat allitasa. Négyszogilink ugyanis csak véges szamu racspontot tartalmazhat, igy
a masodik allitdsban megfogalmazott eljarast véges sokszor alkalmazva, ha sziikséges, olyan négyszoghoz jutunk,
amelyikben a (megfelel) EPS és EQR haromszog belsejében mar nincs racspont. Az elsG allitas szerint ebben is
tartalmaz racspontot a csucsain kiviil a PQR vagy a PQS haromszog. Ezt a racspontot tehat az EPQ haromszégnek
is tartalmaznia kell, és kiilonbozik P-t6l és Q-tol.



2. A fenti masodik allitas helyessége nyilvanvalo. Ha ugyanis pl. az EQ R haromszogben van egy T réacspont (7. abra),
akkor TQP< < RQP<, tehat a szdgekre vonatkozo feltétel a PQT'S négyszogre is teljesiil; az atlok E' metszéspontja
pedig a QS atl6 QF szakaszara esik, tehat az E'PQ haromszogben levd racspont az EP(Q haromszdgnek is pontja.

7. dbra

3. Valasszuk a betlizést ugy, hogy az R csics ne essék kozelebb a PQ egyeneshez, mint S. Ekkor az a T pont,
amelyikre PT RS paralelogramma, a PQ R haromszog belsejében van, vagy a P(Q) szakasz belsejében, mert a szogfeltétel
szerint az RT félegyenes a négyszog belseje felé indul, a PT félegyenes pedig vagy a négyszog belsejébe indul, vagy
egybeesik a P(Q) félegyenessel.

T racspont. Jeloljilk ugyanis a P, R, S, T koordinatait (p1,p2), (r1,72), (s1,$2), (t1,t2)-vel. A paralelogramma,
atléinak felezGpontjai egybeesnek. Ezt koordindtakban felirva

pi+m  tit+s1 patre  ta+ s
2 27 2 2

Innen a T pont koordinédtai
ti=p;+1i —S; (i:1,2).

Ezek egész szamok, ha p;, 1;, s; egész. Ezzel az 1. rész elsé allitasat is igazoltuk, a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések: 1. A 3. pontban lényegében a kovetkezs tételt bizonyitottuk be, amelyik fiiggetlen a racspontoktol:
Minden konvex négyszdgnek van olyan csiucsa, amelyikbdl indulo oldalakat paralelogrammdvd egészitve ki, ezt a négyszog
tartalmazza. Ez az 1950. évben a Kozépiskolai Matematikai Lapok Orszagos Tanuloversenyén (a mai Arany Déaniel
verseny elédje) a haladok 3. feladata volt

A tétel specialis esete a kovetkezének: Egy konvex n-szignek, ha n > 3, legaldbb n — 3 olyan csicsa van, amelyekbdl
indulo oldalakat paralelogrammdvd egészitve ki, a paralelogrammdt a sokszog tartalmazza. Ez viszont mar az egyetemi
hallgatok 1964. évi Schweitzer Miklos emlékversenyének 4. feladata volt

2. A harmadik pont méasodik allitasa igy fogalmazhat6: Eqy rdacspontnak két racspont kézti szakasz felezépontjdara
vonatkozo tikiorképe racspont. Ez igaz egységnyi oldalt négyzetekbsl épitett racs helyett tetszés szerinti paralelog-
rammaracsra is. Egy ilyen ugy keletkezik, hogy egy paralelogramma egyik csiicsabol indulé oldalegyeneseire mindkét
irAnyban ramérjiik az oldalt ismételten minden hataron tdl, majd a keletkez6 pontokon &t a méasik oldalegyenessel
parhuzamos egyenest huzunk. A két egyenessereg metszéspontjai a keletkezé paralelogrammaracs racspontjai

Jeloljiik a kivalasztott paralelogrammacsicsot O-val, a beléle indul6é oldalakat mint vektorokat a és b-vel, ekkor
vilagos, hogy a racspontok az ua + vb helyvektora pontok, ahol u és v tetszés szerinti egész szam.

Legyen Ei , G harom racspont, helyvektoraik e, f,g. Ekkor G-nek az EF szakasz felez6pontjara vonatkozé G’

tiikorképére GG’ = GE + GE. Igy G’ helyvektorara
glzg—l—(ﬁ—l—ﬁ:g—l—(e—g)—k(f—g):e+f—g.

Mivel a jobb oldalon &ll6 vektorok mindegyike a és b egy-egy egész tobbszordsének az dsszege, igy ugyanez all ¢'-re
is, tehat G’ racspont. Meggondolasunk akkor is helyes marad, ha E és F egybeesik, tehat rdcspontnak rdcspontra
vonatkozo tikorképe is rdacspont.

II. megoldas: A feladat allitasdnak helyességét tetszés szerinti sikracsra bizonyitjuk. Felhasznaljuk ezeknek a
kovetkez6 tulajdonségét: Ha egy egyenesen van két racspont, akkor van végtelen sok, ezek egymdstdl egyenld tavolsdgra
sorakoznak; a sik dsszes racspontjai ezzel parhuzamos egyeneseken helyezkednek el, mindegyiken egymdstol ugyanolyan
tdvolsdgra, €s az eqyenesek is eqgymdstol eqgyenld tdvolsdgra kévetkeznek. Ezt a megoldas végén bebizonyitjuk. A legalabb
két racspontot tartalmazo egyeneseket rdcsegyenesnek fogjuk nevezni.

2T6bb megoldas talalhato ra lapunk II. Evf. 235-240. oldalan.

3Lasd Matematikai Lapok XVI. (1965) 93. és 100-101. old.

4Paralelogrammaracsok tulajdonsagairol szol pl. Hajos Gy.—Neukomm Gy.-Surdny: J.: Matematikai Versenytételek II., 3. kiadas, Tan-
konyvkiado, Budapest, 1988. 111-112. old. jegyzete.



Azt mutatjuk meg, hogy ha egy PQRS négyszog csucsai racspontok, és az FP(Q haromszog P-n és (-n kiviil nem
tartalmaz racspontot sem a hataran sem a belsejében, akkor

PQR<+ QPS< = 180°.

Ez egyenértékd a bizonyitando allitassal.

Feltétel szerint a P(Q egyenesen és a vele parhuzamos racsegyeneseken a szomszédos racspontok tavolsdga a PQ
szakasz hossza. Vegyiikk a PQ egyenesnek a négyszoget tartalmazo oldalan az els6, PQ-val parhuzamos racsegyenest
és azon a QF egyeneshez legkozelebbi A racspontot a QF egyenes P-t tartalmazo oldalan, esetleg QQ E-n, tovabba a
szomszédos B racspountot ugy, hogy APQ B paralelogramma legyen (8. abra). Ekkor F az AP és BQ egyenesek kozti sav
pontja, mert az A és B racspont valasztasa folytan az EP(Q haromszog vagy benne van az APQ B paralelogrammaéaban,
vagy az AB egyenes dtmetszi a hdromszoget. Utobbi esetben az egyenesnek a haromszogbe es6 szakasza az AB szakasz
része, mert a haromszog nem tartalmaz racspontot.

8. dbra

A sav belsejében nincs racspont, mert ha volna, az azon keresztiilmens, AP-vel parhuzamos racsegyenesnek AP
hosszusagu szakasza esnék az APQ B paralelogrammaba, és ennek vagy a két végpontja, vagy egy belsé pontja racspont
volna; a paralelogramma azonban nem tartalmaz a cstcsain kiviil racspontot.

Eszerint R és S, amelyek a PFE, ill. a QF meghosszabbitasara esnek, a savon kiviil vannak, annak kilénbozé
oldalan, vagy a sav egyik, ill. masik hataran. Igy

PQR<+ QPS< 2 PQB<+ QPA<« = 180°,

és ezt kellett bizonyitanunk.

A felhaszndlt segédtétel bizonyitdsa. Legyen K, L, M harom racspont, amelyek nincsenek egy egyenesen. Tegyiik fel
tovabba, hogy L a KL félegyenesnek a K-hoz legk6zelebbi racspontja. Az el6z6 megoldéashoz flizott 2. megjegyzésbeli
tétel szerint K-nak az LM szakasz F' felez6pontjara vonatkozo M tiikdrképe racspont (9. abra). Ez az M-en at K L-lel
parhuzamosan hizott egyenesen van, és M és M; kozt nincs racspont, mert annak F-re vonatkozo tiikkorképe K és L
kozti racspont volna, ilyen azonban nincs.
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Hasonléan M-nek LM, felez6pontjara vonatkozo L tiikorképe, majd L-nek LiM; felezGpontjara vonatkozd Mo
tiikorképe és igy tovabb, mindig a kovetkezd racspontot adja, felvaltva a KL és az M M; egyenesen. K és L szere-
pét felcserélve adddik, hogy az egyeneseken az ellenkezd irdnyban is végtelen sok racspont van, egymastol egyenld
tavolsagra.

Ezzel eddig annyit lattunk be, hogy a KL egyenesen végtelen sok racspont sorakozik egymastol egyenld tavol-
sagra; tovabba egy M racsponton 4t K L-lel pArhuzamosan huzott egyenes szintén racsegyenes, és ezen a szomszédos
racspontok tavolsaga szintén a K L tavolsag.

A K LM, M paralelogrammaéban csak véges sok récspont lehet, viszont a KL és M M, kozti sdvban minden K L-lel
parhuzamos racsegyenesen van a paralelogrammahoz tartozo racspont, amint a megoldas els részében belattuk. Igy a
sdvban csak véges szamd ilyen racsegyenes futhat. Feltehetjiik, hogy M M; mar a legkozelebbi, tehat a paralelogramma,
nem tartalmaz e cstcsain kiviil racspontot.

Huazzuk meg az LM, racsegyenes minden racspontjan at a K L-lel parhuzamos racsegyenest. Ezek egyiitt tartalmaz-
zék az Gsszes racspontot. Ha ugyanis valamelyik két szomszédos egyenes kozt volna még racspont, azt tartalmazna egy
K LM, M-mel egybevago és egyallasa K'L'M{ M’ paralelogramma (9. dbra, az egyez6 bettik megfelels cstucsokat jelol-
nek). A két paralelogrammat a K M felezpontjara valé tiikrozés egyméasba viszi at, igy a vesszds paralelogrammaéban
levs tovabbi racspontot a vesszGtlen paralelogramma egy racspontjaba. Ilyen azonban nincs, igy egyenld tavolsagban
sorakozo6 egyenesekbdl all6 racsegyenesseregiink az Osszes racspontot tartalmazza. Ezzel a segédtételt bebizonyitottuk.

III. megoldas. Felhasznaljuk a paralelogrammaracsok kovetkezs tulajdonsagat: Az olyan rdcshdromszigeknek,
amelyek sem belsejikben, sem a hatdrukon nem tartalmaznak tovdabbi racspontot, eqyenld a terilete. Az ilyen harom-
szogeket dresnek fogjuk nevezni.

A feladat allitasat indirekt uton bizonyitjuk, tehat feltessziik, hogy az EP(Q haromszdg nem tartalmaz P-n és Q-n
kiviil racspontot. Legyen az EFPS haromszog PQ egyeneshez legktzelebbi, P-t6l kiilonb6z6 racspontja S (ez lehet S
is, 10. abra).

10. abra

Egyfelsl a PRS; héaromszog teriilete kisebb a PQS1-énél, mert a szogfeltételbdl kovetkezik, hogy a PS; és a
QR egyenesek Si-en, ill. R-en tuli meghosszabbitdsa metszi egymast. Igy a PS; oldalhoz tartozé magassig az el6z6
haromszogben kisebb, mint az utébbiban.

Masfelsl nézve PQS; iires racsharomszog, mert ha tartalmazna racspontot a csicsain kiviil, ez kézelebb lenne
PQ-hoz, mint Sy, és az FPQ haromszogon kiviil lenne az indirekt feltevés szerint, de ez S; valasztésa szerint nem
lehetséges.

A PRS; haromszog szintén racsharomszog, és vagy iires, vagy felbonthatd tobb iires racsharomszogre, teriilete
tehat legalabb akkora, mint a PQ.S1, hdromszogé. Ezzel ellentmondésra jutottunk, tehat feltevésiink nem lehet igaz.



Megjegyzések: 1. Lényegében a felhasznalt segédtétel volt az 1942. évi verseny 2. feladata. Tobb bizonyitas talalhato
ra az el6z6kben idézett konyv 110-117. oldalan.

2. Tetszés szerinti racssokszog teriilete meghatérozhato racspontjainak a megszamolasaval. Az lires racsharomszogek
teriiletét h-val jelolve, ha a sokszog belsejében b racspont van, a keriiletén a cstcsokat is beleszamitva, k darab, akkor
a sokszOg teriilete (2b 4+ k — 2)h. Ezt a G.Pick-t6l szarmazo tételtf] felnasznalva elvégezhet§ a fenti bizonyitas az S;
pont segitségiil vétele nélkil a PQS és a PRS haromszog teriiletének Osszehasonlitdsaval is.

5 Az 4llitas konnyen kdvetkezik az iires racsharomszogekre vonatkozo tételbsl. Lasd az idézett kdnyv 117. oldalanak jegyzetét. Szép koz-
vetlen bizonyitast adott Pdlya Gyorgy és téle fiiggetleniil Somogyi drpdd. Lasd G. L. Alezanderson és Jean Andersen: Polya Gyorgy élete
és munkéssaga (ford.: Pataki Bélané), Matematikai Lapok 33 (1982-1986) 225-233. old.; lasd kdzelebbrol a 229-233. oldalt. (Megjegyzendd,
hogy ott a 2(a), 2(b) 4bran a szaggatott vonalak feleslegesek, a folytonosak koziil kellene minden masodiknak szaggatottnak lennie.)



