1. Oldjuk meg az

2% + 3zy = —2,
22y —y* = -5

egyenletrendszert.

Megoldas. Az els6 egyenletet 5-tel, a masodikat (—2)-vel szorozva, majd az egyenleteket Osszeadva az
522 4+ 1lay + 24> =0

egyenletet kapjuk (kikiiszoboltiik a konstansokat).

1
Innen z = —2y vagy z = ——y.

Ha x = —2y, akkor az els6 (vagy a mésodik) egyenletbe helyettesitve
=1, yi=1, yp=-1

Ha y; =1, akkor z; = —2, ha yo = —1, akkor zo = 2.

q 1 Ior 12 25 5 5
arx=——y,akkory* = —; 3= —, pu = ——=.
5 1
Ha y3 = —, akkor 3 = ——,
Y3 7 3 J7
5 1
ha y4 = ———, akkor z4 = —.
Ya /7 4 J7

Mind a négy szampar valéban megoldas.

2. Az x? +pr+q = 0 egyenlet egyik gyoke 3, a mdsik gyoke megegyezik az egyenlet diszkrimindnsinak kétszeresével.
Szdamitsa ki p és q értékét.

Megoldas. Jelolje D az egyenlet diszkriminansat. Az egyenlet
2?2 — (3+2D)x+6D =0
alakban irhaté. Mivel
D = (3+2D)* — 24D,

ezért 4D* — 13D +9 =0,

9
ésigyD:lvagyD:Z.
Ha D =1, akkor p = —5, ¢ = 6.

Ekkor z1 = 2, xo = 3, igy ez valéban megoldas.

T I
a —Z,a orp——g,q—g.

9
Ekkor 1 = 5 T2 = 3, igy ez is valoban megoldas.

3. Oldja meg az
1
lg (4 —x)+2lg3=1g 108 — Elg z?

egyenletet.
Megoldas. Az egyenlet (z < 4, x # 0)
lgvVa? +1g(4 — x) =1g108 —1g9 alakba irhato.
Innen

lg|z|(4 — x) = 1g12.
|z|(4 — ) = 12.

Ha z > 0, akkor 22 — 4z + 12 = 0; ennek az egyenletnek nincs valés megoldasa.
Ha z < 0, akkor 2> — 4z — 12 =0, 2, = —2, 25 = 6.
Ez ut6bbi nem lehet megoldéas, az 1 = —2 valéban megoldas, hiszen kielégiti az egyenletet.



4. Az ABC hdromszdg koré irt kor sugara 5 eqység, az AB oldalé 8 eqység, a mdsik két oldal ardanya 2 : 5. Szamitsa

ki a hdromszog mdsik két oldaldt.
. e : . 4 3 3
Megoldas. Jeldlje v az AB oldallal szemkozti szoget. Ekkor 8 = 10 sin~y, azaz siny = & cosy = = vagy cosy = ——.

5
Legyen a masik két oldal 2z, illetve Hz.

3
Ha cosvy = & akkor a koszinusztétel alkalmazasaval

82 = (2z)? + (5z)? — 2 - 2x - b - g,

, 64 64

T = ﬁv T = ﬁ(: 1794)5 18y

64 . /64 _
21/ﬁ_(3,88), illetve 5/ (= 9,70)

egység, és ilyen haromszog valéban létezik, hiszen 3,88 + 8 > 9,70.

a masik két oldal hossza

3
Ha cosy = —5 akkor

82 = 42? + 2527 + 1222,
64 64
2
= o= /5= 129)
igy a masik két oldal 2,50, illetve 6,25 egység lehet. Mivel 2,50 4+ 6,25 > 8, ezért ilyen haromszog is létezik.

5. Irja fel annak a kirnek az egyenletét, amely az y tengelyt az origéban érinti, és érinti az y = = + 2 egyenletd
egyenest 1s.

Megoldas. Ha egy kor az y tengelyt az origoban érinti, akkor a kozéppontja az x tengelyre illeszkedik, igy a

kozéppont ordinatdja v = 0, a sugara pedig a kozéppont abszcisszajanak abszolat értéke, tehat r = |u|, azaz r? =2

A keresett kor egyenlete tehat

(z — u)? + 92 = u?

alakban irhat6. Egy ilyen egyenletd kor akkor és csakis akkor érinti az y = x + 2 egyenletd egyenest, ha az egyenletek
altal alkotott egyenletrendszer megoldésa soran (z-re, vagy y-ra) kapott masodfoku egyenlet diszkriminansa nulla.

(z —u)® + (z +2)* = u?,
22— (u—2)x+2=0
D= (u—2)*-8.
D=0, ha u=2+2V2~4,83, vagy u=2-2vV2~ —0,83.
A feltételeknek megfelels korok egyenlete:

(. — (2+2V2)? +9? = (2+2V2)?, illetve
(- (2-2V2)? + 9 = (2 - 2V2)%
6. Mely helyeken veszi fel az
f(z) = sin? 2z + 2 cos® = — 2
fiigguény a legnagyobb és a legkisebb értékét a [0; x| intervallumban? Mekkora ez a legnagyobb és legkisebb érték?

Megoldas. Mivel sin® 2z = 1 — cos® 2z és 2 cos? 2 = 1 + cos 2z; ezért azonos atalakitasokkal

F@)=1- (cos2;v— %)2

Tudjuk, hogy —1 < cos2x < 1, ezért

3 1 1
—§§cos2x—§§§,
1\?_9
<(cos2e—=) <2, g
0<cosaz 2> =7 igy
S SOES



Az f(z) a legnagyobb értékét, 1-et akkor veszi fel, ha

5
2x:g+2k7r vagy 2:1::§+2k7r, ke Z,

5
azaz, r = T + km, vagy © = % + km, k € Z helyeken veszi fel, és ezek kozil az x1 = % és xo = % esik a [0; 7]
intervallumba.

)
Az f(x) a legkisebb értékeét, —Z—et akkor veszi fel, ha

1 3

2 —_—_ = ——

cos 2x 5 5’
cos2x = —1,

2x=7r+2k7r,x=g+k7r, keZ

T
Ezek kozil csak az x3 = 5 esik a [0; 7] intervallumba.

7. A p valds szdm értékétdl figgden hdny megolddsa van a

V/2|log, x| — (log, )% = p

egyenletnek?

Megoldas. Ha p < 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Vegyiik figyelembe, hogy a® = |a|?.
Ha p = 0, akkor
|log, (2 — [ log, z|) = 0.

Ha |log, | = 0, akkor z; = 1, ha pedig

|logs x| =2, akkor logox =2 vagy logyz = —2,

azaz xo =4, x3 = —.
p = 0 esetén az egyenletnek tehat harom megoldéasa van.
Ha p > 0, akkor
|log, 2|? — 2| log, x| + p* = 0.
Ennek diszkriminansa D = 4(1 — p?).
Ha D < 0, azaz p > 1, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha D = 0, azaz, ha p = 1, akkor

|logo x| =1, logoxz=1 vagy log,z=—1,

1
Ty =2, x5 = =, azaz p = 1 esetén az egyenletnek két megoldasa van.

Ha D > 0, azaz ha 0 < p < 1 akkor
|logs x| =1+ +/1 —p2.
Mivel y1 =14+ +/1—p2 >0ésys =1—+/1—p? >0, ezért ez esetben az egyenletnek négy megoldasa van. (xg = 291,
X7 =27V xg =292 19 =2792)
Osszefoglalva : Ha p < 0 vagy p > 1, akkor nincs megoldéasa az egyenletnek. Ha p = 0, akkor a megoldéasok szama
harom (x1, 2, x3), ha p = 1, akkor a megoldasok szama kett6 (x4, 25), s ha 0 < p < 1, akkor a megoldasok szama
négy (x¢, T7, T3, Tg).

8. Egy hdromszdg a, b és c oldala kozott a kovetkezd dsszefiiggés dall fenn:

1 1 3

atb b—c atb—c

Mekkora a b oldallal szemkozti szég?

Megoldas. Végezziink ekvivalens atalakitasokat.(b — ¢ # 0).
ab—c)+(b—c)* +(a+b)? —cla+b)=3(a+b)b-c).

Beszorzas és rendezés utan
a®+ %+ ac = V.



A koszinus tétel szerint
a? + ¢ — 2accos f = b.

Ez utobbi két egyenletbsl
ac(l+2cosB) =0,

1
cos = —5

a b oldallal szemkozti szog tehat 120°.



