1. Igazolja, hogy ha egy hdromszég BC' = a oldaldval szemkézti szog 150°, akkor
b2+ =12 — 4tV/3,

ahol b, ¢ a hdromszog mdsik két oldala, r a hdromszog koré irt kér sugara, t pedig a hdromszdg teriilete.

Megoldas. A koszinusztétel szerint
b + ¢ = a® + 2bc - cos 150°.

A héaromszog teriilete
_ be-sin150°

2

t

Ha r a haromszog koré irt kor sugara, akkor
a = 2rsin 150°.

. : o 1 o \/g
Mivel sin 150° = 5 és cos 150° = — 5 ezért a = r és 4t = be.
Ezeket felhasznalva adédik, hogy valéban
b2+ =12 — 4tV/3.

2. Tekintsik az

fl@)=(@-1)°+@z—-2°+...+(x—n)

fiigguényt, ahol n € N*. Mely helyen veszi fel a figgvény a legkisebb értékét és mennyi ez a legkisebb érték?
Megoldas. Azonos atalakitasokkal

flo)=na® =201 +2... +n)r+1>+2+... 40’

Ismeretes, hogy
nin+1)

14+2+4+... =
+2+...+n 5

& nn+1)2n+1)

12422 4. +n%= 5 .

Ezeket alkalmazva, majd teljes négyzetté kiegészitve kapjuk a kovetkezdket:

(n+1)(2n+1)

f(x) =nz? —nn+ 1)z + L

6 )
n+1Y)2 n?—1
f(a:)—n[aj— ) ] +n- TIR
) n+1 . . . n(n*—1)
Az f(z) figgvény az xg = 5 helyen veszi fel a legkisebb értékét és a legkisebb érték 1

3. Igazolja, hogy ha a =2 0, b =2 0, akkor

(a+b)2—|—i(a+b) > avb + bv/a.

N =

Mikor egyenld a két kifejezés?
Megoldas. Ekvivalens atalakitasokkal az

1 1
(1) 5(a+0b) [a+b—|—§] > Vab(v/a + Vb)
egyenlséget kell igazolni.
Mivel
(2) “th s vab,

ezért elegendd igazolni a kdvetkezéket:

1
(3) a+b+5z\/a+\/5,



illetve
1
(4) a—\/a+b—x/5+§zo.

Azonos atalakitasokkal kapjuk, hogy

o varb-vir = (va-1) 4 (vi-1)

2
1)? 1)?
Mivel [\/— - 5] + [\/E - 5] =0, ezért a (4), a (3) és igy az (1) egyenlStlenséget is igazoltuk. A (2) illetve a (3)
1 1 1 1
egyenl6tlenségben az egyenldség akkor all fenn, ha a = b, illetve a = 1 és b= 7 ezért az (1)-ben csak a = 1 és b= 1

esetén all fenn egyenlGség.

4. Az ABC hdromszdg oldalai AB = 13; BC = 20; CA = 21 egység. Szamitsa ki a BC oldalhoz tartozé sulyvonal
hosszdt.

Megoldas. Jelolje a BC' oldal felez6pontjat A;, az AA1 B szoget ¢, igy az AA;C szog 180° — ¢, végiil legyen
AA; = s. Az AA1 B és az AA;C haromszogekben alkalmazzuk a koszinusztételt:

132 =52 4+102—2-5-10 cos ¢,
212 =52 4+1024+2-5-10 cos ¢

mert cos(180° — ) = —cos . E két egyenlet Osszeadasa, majd a kapott egyenlet rendezése utan

1

2= _ (1324212 -2-10?
=5 (18 )
5?2 =205, s=1205~ 14,32.

Az adatok a haromszoget egyértelmiien meghatarozzak, igy az AA; stulyvonal hossza 14, 32 egység.

5. Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek az e (egyenlete: x —y = 2) és az f (egyenlete: x + 2y = 14)
egyenesek kozé esd szakaszat a P(2;1) pont az e egyenestdl szamitva 1 : 2 ardnyban osztja.

Megoldas. Az e egyenes egy tetsz6leges pontja E(t;t—2), t € R, az f egyenes egy tetsz6leges pontja F (14— 2u;u),
u € R. Azokat az F és F pontokat keressiik, amelyekre
FP=2-PF

aAZazZ

FP=2.PE.
Mivel FP = (2u— 1231 — u), PE = (t — 2:¢ — 3), ezért
2u— 12 = 2t — 4,
és
1—u=2t-6,

ahonnan ¢t = 1, u = 5, azaz a szoban forgo F pont E(1;—1) és az F pont F(4,5), igy a keresett egyenes (EP) egyenlete:
20 —y = 3.

Megjegyzés: A feladat mas modon is megoldhatd. Az e és f egyenes metszéspontja G(6;4). Legyen @ az a pont,

amelyre GQ = 3 - P? Most Q(—6;—5). A @ ponton athalado6, az e egyenessel parhuzamos egyenes (egyenlete:
x—y=—1az f egyenest az F(4;5) pontban metszi (miért?), igy az F'P egyenes egyenlete: 2z — y = 3.

6. Egy négyzetes oszlop alapéle a, magassiga m (térfogatdt jelolje Vi ); egy szabdlyos hdromoldali gila alapéle b,
magassdga m (térfogatdt jeldlje Vs.)

b
a) Mekkora a o ardny, ha Vi = V3.V ?

m
b) Mekkora az — ardny, ha Vi = V3 - Vi és a négyzetes oszlop paldstfelszine egyenld a gila paldstfelszinével
a

(oldallapjai teriletének Gsszegével)?

Megoldas.



b2/3 m
4 3
A feltétel szerint v/3 - Vo = V4, tehat

a) Vi =a*m, Vo=

b? 2
m a’m, amibdl [—] =4,
4 a

s mivel — > 0, ezért — = 2.
a a
b) A gula alaplapjanak magassaga ——, ennek harmada ——.
)Ag plapj gassiga — Wi
Ha a gula oldallapjanak a b oldalhoz tartozé magassaga m1, akkor
b2
m%zmQ—i——, s mivel b= 2a,
12
2
ezért m? = m? + =

3
A feltétel szerint a palast felszinek egyenl6k, tehat

a2
2ay/m? + &

dam =3 -
am 5 ,

1 2 2 m
amibsl Tm* = 3a°, azaz — = {/ <.
a

7. Oldja meg a
= -8

o =

1
log 2 + 3 - log,

egyenldtlenséget!
Vegyiik figyelembe, hogy x > 0 és = # 1. Azonossigok alkalmazaséaval, ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy

—2logyx — 6log, 3 = —8,
logs x + 3log, 3 < 4.

1
Legyen logs x = z, ekkor log, 3 = —, és az egyenlGtlenség a kovetkezs alakra hozhato
z

22 —-4z+3
z

[IA

0.

Ennek megoldésa (algebrai vagy grafikus uton)

2<0 vagy 15253,

igy logs © <0, vagy 1 <logs x < 3.
A 3 alapu logaritmus- (vagy az exponencidlis-) fliggvény szigori monoton novekedése miatt az egyenlGtlenség megol-
déasai

0<z<l1 vagy 3 xS 27

8. Mely a-ra van pontosan egy valos gydke az

2x 1
2
2v2|1 =0
v +\/coso<+ [sina+ \/—]

egyenletnek?
Megoldas.
Az egyenletnek cosa > 0, sin @ # 0 esetén van értelme, azaz ha

—g+2k7r<oz<2k7r vagy 2kﬂ'<oz<g—|—2kﬂ', ke Z.

Az egyenletnek akkor van pontosan egy valos gyoke, ha a

D:4—4—8\/§

cosa  sina




diszkriminans nulla.
Ez akkor teljesiil, ha

(sin o — cos «) = sin 2a.

1
V2

NG) 4 4

Ez uto6bbi egyenlet megoldasai

. 1 T T m .
Mivel — = sin — = cos —, ezért sin | a — 7l = sin 2a.

204:04—%4—271# vagy 2o =T — [a—%] + 2mm,

n, mezZ

s 57 2
o1, = 1 + 2nm vagy a2y = —= + -mm.

12 3
a1, esetén cos >0, sin a#0 é D=0,
tehat megoldasok.

5
Ha m = 3k, akkor apj, = 1—; + 2k7 szintén megoldas; ha m = 3k + 1, akkor cos a < 0, igy nem megoldas, mig ha

T
m = 3k + 2, akkor as j, = v + 2k szogek egybeesnek az oy, szogekkel, igy attol nem eltéré megoldasok.



