A kozépkor alkimistdi egész életiiket a bolcsek kove keresésére pazaroltdk, melynek segitségével fémtargyakat
arannyd reméltek varazsolni. Hogy a probléma altaluk valasztott megkdzelitése mennyire helytelen volt, azt Banach
és Tarski lengyel matematikusok szazadunk elején publikalt tétele is mutatja. A | jozan” ésszel szoges ellentétben allo,
és ezért rendszerint paradoxonnak nevezett tétel — pongyolan fogalmazva — azt allitja, hogy lehetséges egy barmilyen
kicsiny aranydarabkibol egy tetszGlegesen nagyot elGallitani csupan feldarabolés és a részek atrendezése segitségével.
A tovabbiakban ezt pontosan megfogalmazzuk, majd elemi eszkdzokkel belatjuk.

Jelolések

U, N halmazok uni6ja, metszete

A & B A és B kolcsonodsen egyméasba darabolhato

A — B A értemezési tartoményu, B értékkészleti fliggvény

A + B bijekci6 a két halmaz kozott (vagy ennek hozzarendelési szabélya)
A C B A részhalmaza B-nek

AN B A azon elemei, melyek B-nek nem elemei

A tér egy H ponthalmazat korldtosnak nevezziik, ha létezik olyan d konstans, hogy H barmely A, B pontjaira
AB < d.

A tér egy ponthalmazat a tovabbiakban teltnek hivjuk, ha (részhalmazként) tartalmaz nem nulla sugari gémbot.
Példaul egy kocka belseje telt, de a gbmbfelszin nem az.

Bontsuk fel a H ponthalmazt paronként diszjunkt (koz6s elemet nem tartalmazo) részhalmazokra: H = H; U Ho U
Hj3 U .... Alkalmazzunk mindegyik H;re egy-egy egybevagosigi transzformaciot, azaz mozgassuk el H]-be. Legyen
H' = H{ U HU.... Ekkor azt mondjuk, hogy H atdarabolhat6 H'-be. Hogy ez az atrendezés valoban emlékeztessen
a fizikai térben is végrehajthato dtdarabolasra, megkoveteljiik, hogy a részhalmazok szama véges és a H, halmazok is
paronként diszjunktak legyenek. Igy az atdarabolhatosag kolesonos tulajdonsag, melyet igy jelolink: H < H'.

A bevezetésben emlitett paradoxont a kévetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

1. Tétel. Legyen A és B korlatos és telt ponthalmaz; ekkor A < B.
A bizonyitashoz lemmak sorozatén keresztiil jutunk el, melyek 6nmagukban is érdekes tényeket fejeznek ki.
1. Lemma. Minden korvonal atdarabolhaté egy vele azonos sugartiba, melynek egy pontja hianyzik.

Legyen az adott kor kdzéppontja O, keriiletének tetszsleges pontja Py. Ekkor a kérvonalat a belSle Py elhagyasaval
kapott alakzatba kell &tdarabolnunk. Valasszuk a teljes szoget (360°) egységnyinek, és legyen w tetsz6leges irracionéalis
szam. Forgassuk el Py-t O korill w, 2w, 3w, ..., iw, ... szogegységgel, igy a Py, P», Ps,..., P;, ... pontokat kapjuk.
Az i — P; (1=0, 1, 2, ...) megfeleltetés kolcsondsen egyértelmd. Ha ugyanis P; egybeesik P;-vel, akkor iw — jw a

ellentmondana w

k
teljes sz0g egy tobbszorose kell, hogy legyen, azaz iw — jw = k egész. Ha i # j, akkor w = -

irracionalitasanak, tehat ¢ = j.

Legyen Hy = {Py, P, ...}, Hs pedig a korvonal maradék része. Ho-t hagyjuk helyben, Hi-et pedig forgassuk el
O koriill w szogegységgel; ekkor P; P;11-be keriil, Py helyébe pedig semmi; ez tehat egy kivant atdarabolas.

Vegyiik észre, hogy maga a ,blivésztriikk”, egy pont eltiintetése, azon alapult, hogy az i — ¢ 4+ 1 megfeleltetéssel a
természetes szamok egy valddi részhalmazukra képezhetdk le.

A tovabbiakban még egy halmazelméleti fogalomra lesz sziikségiink.

Ha két halmaz elemei kozott kolesonosen egyértelmi megfeleltetés (bijekcio) létesithetd, akkor a két halmazt azonos
szamossagunaek nevezzilk; megszdmldalhatonaek hivjuk azokat a halmazokat, melyek a természetes szamok halmazaval
azonos szamossaguak.

Az elnevezés kissé megtévesztG; voltaképpen azt kell azon érteni, hogy a halmaz elemei természetes szamokkal ellat-
hatok, megszamozhatok. Mivel a most kovetkezs tény inkabb atgondoléast, mint bizonyitast igényel, ezért feladatként
kozoljiik.

1. Feladat. A természetes szdmok minden részhalmaza vagy véges, vagy megszamlalhato.

A kovetkezd alaptétel G.Cantortol, a halmazelmélet megalapitojatol szarmazik.

2. Tétel. Legyen I egy intervallum, és H az I megszamlalhato részhalmaza. Ekkor 1étezik I-nek olyan z eleme,
ami nincs benne H-ban. (I tehat nem megszamlalhato.)

n n+1
10" 10k
elemeihez rendre a természetes szamokat. Egy megfelel © = 107k . (n,dod1dads . . .) szamhoz juthatunk, ha a d;
tizedesjegyeket a kovetkezGképpen valasztjuk: legyen d; = 1, ha H-nak az i-vel megcimkézett elemét tizedestort alakba

irva, a tizedesvessz6 utani (1 4+ k + ¢)-edik szamjegy 2-es; minden mas esetben legyen d; = 2. Ez az = valoban eleme
I-nek, s mivel tizedestort alakjaban valahonnan kezdve kizarélag 1-esek és 2-esek szerepelnek, igy egy mésik szdmmal

I-nek nyilvan van < ) alaku részintervalluma, ahol n egész, k pedig pozitiv egész. Rendeljiik hozzad H



csak ugy lehet egyenld, ha azzal tizedesjegyrdl tizedesjegyre megegyezik. Ez azonban H egyetlen elemére sem allhat
fenn, hiszen x a H ,i-edik” elemétdl a tizedesvessz6 utani (1 + k + 4)-edik helyen biztosan kiilonbozik.

Miel6tt az 1. tétel bizonyitasahoz fognank, megmutatjuk, hogy méar a sikon is van olyan alakzat, amely dtdarabo-
lassal megkétszerezhetd.

3. Tétel. A sikban létezik két diszjunkt ponthalmaz, A és B ugy, hogy A és B is egybeviagd A U B-vel; roviden
szOlva: A megdupldzhato.

El6szor belatjuk, hogy van olyan w, amelyre a z = cos w + ¢ - sin w komplex szadm nem gyoke egyetlen egész
egyiitthatos (nem azonosan nulla) egyvaltozos polinomnak sem. Nevezziink egy szamot algebrainak, ha az gyoke
legalabb egy egész egyiitthatos nem azonosan nulla egyvaltozos polinomnak. A 2. tétel és az 1. feladat alapjan elég
mutatnunk egy kolcsonosen egyértelmi hozzarendelést a termeészetes szamok egy részhalmaza és a [0, 27) intervallum
azon w elemei kozott, amelyekhez algebrai z = cos w + isin w szam tartozik.

Ehhez bevezetjiik a kovetkezd fliggvényt az egész szdmok halmazan:

—2n, ha n <0,
A(n)_{2n—1,ha n <0,

Konnyen lathato, hogy A bijekcié az egész és a nemnegativ egész szdmok halmaza kozott. Legyen w olyan, hogy a
neki megfelels z gyoke az a(x) = ana™ + an_ 12" + ... + a1z + ap egész egyiitthatés polinomnak. Az a-nak esetleg
van mésik 1 abszolit értéki gydke is (t8bbszdrds gydkoket nem szamitva). Allitsuk ezeket sorba argumentumuk [0,
27) intervallumba es6 értéke szerint; legyen z a p-edik a névekvs sorrendben. Rendeljiik most hozza w-hez a kovetkezd
termeészetes szamot: N
2v . 3Aa0) . sA(@) qAle2) . pAan)

ahol p; az i-edik paratlan primszamot jeloli. Az olvasora bizzuk annak igazolasat, hogy a ,,dekodolas” is elvégezhetd,
azaz egy természetes szamhoz legfeljebb egy w tartozik.

Rogzitsiink most egy megfelels (azaz nem algebrai) z szamot. Kénnyd belatni, hogy semelyik v komplex szam sem
allithato els két kiilonboz6 modon apz" + an—12" '+ ...+ a1z +ag alakban, ahol ag, a1, ..., a, természetes szamok.
Valoban,

-1 l l -1 ! / /
u=anz" +an_12"" 4+ ... farz+ag=a,z" +a, 12" +...+az+a; (a;, a; €N),

az egyenlGséget nullara redukalva, azt jelentené, hogy z algebrai. z azonban csak az azonosan nulla polinomnak gyoke,
igy a fenti két polinom azonosan egyenls. Ennek segitségével mar megadhatjuk a kiviant A, B halmazokat.

Az A ponthalmaz alljon a komplex sik azon pontjaibol, melyek elsallithatok a,z" +a,_12" " *+...+a1z+ag (a; 2
0, egész) alakban ugy, hogy ap # 0; alkossék tovabba a B ponthalmazt a komplex sik azon pontjai, amelyek elgallithatok
Un2™ 4 12" 4+ ...+ a2 + a1z alakban (ag, a1, ... nemnegativ egészek).

1
Toljuk el A-t a —1 vektorral; ill. forgassuk el B-t az orig6 koriil —w radidnnal (azaz szorozzuk meg az — szammal).

Az olvasd konnyen ellendrizheti, hogy mindkét moédon az A U B halmazhoz jutunk, vagyis azoknak a pontoknak az
Osszességéhez, amelyek elGallnak egy nemnegativ egész egyiitthatoju egyvaltozos polinom z helyen felvett értékeként.

Most méar csakugyan hozzalathatunk az 1. tétel bizonyitasdhoz vezets ut elsd, hosszadalmasabb feléhez, melyet a
paradoxon gyenge formajénak is neveznek.

4. Tétel. A gobmb megduplazhato.

Az igazolashoz sziikségiink lesz az atdarabolhatdsag tranzitivitasara, melynek igazolasat az olvaséra bizzuk.
2. feladat. Ha A < B és B < C, akkor A < C.

Innen mar kovetkezik, hogy ha X < Y, és X megduplazhaté, akkor Y is megduplazhato.

Rogzitsiink egy gombot, legyen a kozéppontja O. Legyenek r és ro O-n dtmend egyenesek. Jeldlje RIL a gomb
egy r1 tengelyd forgatasat, R; pedig ennek a forgatasnak az inverzét (az azonos tengelyt, ellentétes szogi forgatast;
Ry -nak természetesen R az inverze); hasonléan értelmezziik az Ry és R, forgatasokat is. E forgatdsok ismételt
alkalmazéasaval a gémbnek dnmagéra valo leképezéseit kapjuk.

R, Ry, Rf és R, minden olyan egymas utini véges sokszori alkalmazasat, amelyben semelyik forgatést sem
koveti kozvetleniil az inverze, ,sz6”-nak nevezziik. (A kissé rejtélyes név eredetére késébb fény deril.) Pl. Ry R{L egy
sz0, amely azt jelenti, hogy el&szor Rf majd R -t alkalmazzuk; R;r RQL R;FR; azonban nem sz6. A gémb helyben
hagyésat, azaz a forgatasok egyikének sem alkalmazasat ,jires sz6”-nak nevezziik, és I-vel jeloljik.

A kovetkezs kulcsfontossagu tétel, az egyetlen, mely lényegileg kihasznalja a tér geometridjat, Hausdorfftol szar-
mazik, 1914-bol. (Egy sz6 mindig a gomb leképezése 6nmagara, igy két szot akkor mondunk egyenlének, ha ugyanazt
a leképezést hozzéak létre.)

2. Lemma. Léteznek olyan Rf és RQi forgatasok, amelyekbdl alkothato egyetlen sz6 sem egyenl az iires szoval.

A talalhato sok példa koziil a legegyszeriibbet idézziik; legyen O egy térbeli koordindta-rendszer origdja: a tengelyek

1
a z, ill. x egyenesek, a forgatasok szoge pedig Arc cosg. A bizonyitast, mivel inkabb szamolgatast igényel, csak vazoljuk.



Szimmetria-okokbol elegendd azokat a szavakat vizsgédlni, melyek R -ra végzédnek; a sz6 hosszara vonatkozo6 induk-

cioval belathato, hogy minden ilyen sz6 az (1, 0, 0) pontot olyan pontba viszi, melynek koordinatai %, bgg, 3%)
alakdak, ahol a, b és ¢ egészek, és b nem oszthato 3-mal; tehat mar (1, 0, 0)-nak a képe sem lehet 6nmaga, igy a sz6
nem a helyben hagyas.

Vezessiik be ezutan a kovetkezd miveletet szavak kozott: a két szonak megfelels transzformacié egymas utani
alkalmazasat a két sz6 szorzatdnak nevezziik és egymds mellé irassal jeloljik. Legyen pl. w1 = Ry R;FR]L és wy =
Ry Ry . A kdzvetleniil kapott transzformaci6 wiws = Ry Rf Rf Ry R nem feltétleniil egy sz6. Azonban a kizvetleniil
egymasutan kovetkezd inverz forgatasokat, mivel egymast lerontjak, lépésrél 1épésre kiiktathatjuk; Ry RTRle_ Ry —
Ry R R{ — R; . Igy konnyen lathat6, hogy két sz6 szorzataval mindig egyenls egy (esetleg az iires) sz6.

Sziikségilink lesz még ennek a szorzasnak az asszociativitasara is: (wjws)ws = wi(wows) = wiwows; €z a tér
transzformécioinak nyilvanvalé tulajdonsaga. Ugyancsak nyilvanvald, hogy tetszéleges w széra Tw = wl = w.

1

3. Feladat. Igazoljuk, hogy minden w szénak van egy (w_l—gyel jelolt) inverze, melyre ww t=wlw=1.

A tovabbiakban rogzitsiik a forgatasokat ugy, hogy a 2. lemma fennalljon, az ilyen forgatasokat fiiggetlennek
nevezziik. Ha most két szora wy = ws, akkor wiws b= Walsy R ; ez azonban csak akkor lehetséges, ha wiwy 1
az lres szora egyszeriisodik le, ez pedig éppen azt jelenti, hogy két sz6 akkor és csak akkor egyenld, ha pontosan
ugyanazokat a forgatasokat pontosan ugyanabban a sorrendben tartalmazza.

Legyen H a gombfeliilet egy részhalmaza; azt a halmazt, melybe 6t a w viszi, w(H)-val jeloljiik. Egy szo fixpontjanak
nevezziik azokat a p pontokat, melyekre w(p) = p.

3. Lemma. A gombfeliilet azon pontjainak a halmaza, melyek fixpontjai valamelyik szonak, megszdmlalhato.

Egy nemiires szonak legfeljebb kett6 fixpontja lehet; ha ugyanis legalabb hirom volna, azok kozil kett6 nem
egy atmérs végpontja lenne, s igy a rajtuk athalado f6kor is fix lenne; ez azonban csak akkor fordulhatna els, ha a
sz6 helyben hagyas vagy sikra val6 tiikrozés volna; az el6bbi a 2. lemma szerint képtelenség, az utobbi pedig azért
lehetetlen, mert az elforgatasok iranyitastartok.

Egy sz6 fixpontja(i)hoz rendeljiik hozza a 0 (és 1) szamokat, R, Ry, Ry és R, -nak pedig feleltessiik meg rendre a
0, 1, 2, 3-at. Akkor minden fixponthoz egyértelmten hozzarendelhetiink egy ilyen alaki szamot: 2%-3%1.592.793._ .pon
ahol a 0 vagy 1, az a; kitev6k pedig rendre a szoban szerepls forgatasokhoz rendelt szamok. A fixpontok halmaza tehét
az 1. feladat szerint (véges vagy) megszamlalhato.

Legyen a fixpontok halmaza F, a gombfeliilet maradék részét pedig jelolje S. Ertelmezziink egy relaciot S pontjai
kozott: mondjuk azt, hogy a @ pont a P pontbdl elérhetd, ha van olyan w sz6, amelyre w(P) = Q. Itt w lehet az
tires sz0 is, igy az elérhetGség reflexiv (minden pont elérheté onmagabol); a 3. feladat allitasabol kovetkezik, hogy
szimmetrikus (P is elérheté Q-bol), a szavak Gsszeszorozhatosagabol pedig az, hogy tranzitiv is. Az elérhetGség tehat
ekvivalenciarelacio, amely S pontjait ekvivalenciaosztalyokra bontja; egy ilyen osztaly pontosan azokat a pontokat
tartalmazza, melyek egymasbol elérhetek. Valasszunk ki minden egyes ilyen osztalybol egy elemet, igy kapjuk az M
halmazt. Megmutatjuk, hogy a w(M) halmazok, ahol w minden szén (az iiresen is) atfut, S-nek paronként diszjunkt
részekre valo felbontasat adjak. Elgszor azt latjuk be, hogy w(M) C S. Ez csak akkor nem volna igaz, ha létezne
S-ben olyan P pont és egy w sz0, hogy w(P) fixpontja egy nemiires szonak, mondjuk h-nak: h(w(P)) = w(P). Ez azt
jelenti, hogy w™thw(P) = w™'w(P) = P, ami csak tgy lehet, ha w™'hw = I, azaz h = w(w ' hw)w ' = wlw™! =T,
ekkor azonban h az lires sz6, ami ellentmondés. Az S halmaz minden pontja legaldbb egy w(M )-nek eleme: hiszen S
minden pontja valamelyik ekvivalenciaosztalyba tartozik, igy bel6le egy széval annak az osztalynak M-be bevalasztott
eleme megkaphat6. Végiil S minden pontja pontosan egy w(M )-nek eleme: ha ugyanis wy (P) = w2 (Q) (P és Q@ M-beli
pontok), akkor w; 'ws(Q) = P, tehat P elérhets Q-bol, ami M definiciéja miatt csak akkor lehetséges, ha P = Q; de
wy *wa(P) = P-bél (mivel P csak az iires szonak fixpontja) wy = wq kovetkezik.

Osszuk be most az Osszes sz6t a kovetkezs négy részhalmazba:

Ay az R -ra végz6do szavak;

Ag: az Ry -ra végz6dé szavak;

Ajz: az Rf-ra végzéds szavak, I, valamint a csupa R, -bol all6 szavak, (pl. Ry, Ry Ry, Ry Ry Ry ,...);
Ay az R -ra végz6ds szavak, kivéve azokat, melyek csupan R; -bol allnak.

(Végz6désen azt értjik, hogy a szot alkoto forgatésok koziil melyiket alkalmaztuk utoljara; ez tehat a bal szélen allo
,beti”.)

Szorozzuk meg az Ap minden szavat balrol R} -szal. Kénnyen lathato, hogy igy Aa, Az és Ay Osszes szavat pontosan
egyszer megkapjuk, A; szavai koziil azonban egyetlenegyet sem. Hasonl6an A4 minden szavat R;r -szal szorozva Aj,
Ay és Ay Osszes szavat nyerjiik, de As-bol egyet sem. Forditsuk most ezt le a geometria nyelvére: jelolje M képeinek
halmazét az Gsszes A1, As, As, ill. Ag-be tartozo szavak alkalmazasakor rendre Hy, Ho, Hs és Hy. Ez a négy halmaz
paronként diszjunkt, és az egyesitésiik S. Alkalmazzuk az R elforgatdst Ha-re, igy kapjuk Ho U H U Hy-et, mely H-
gyel S egy masat adja; hasonl6 a helyzet Hs-mal és Ry (H,)-gyel. S-et ezzel megduplaztuk. S azonban atdarabolhat6 a
teljes gombfeliiletbe; ennek igazolasahoz csupan arra lesz sziikségilink, hogy F' megszamlalhato (1asd 3. Lemma). Legyen



r egy olyan O-n athaladé egyenes, melynek nincs F-fel kozos pontja (a 2. Tétel alkalmazasaval konnyen igazolhato,
hogy tetszéleges gombi {6koron athalad legalabb egy ilyen egyenes).

4. Feladat. Nevezziink egy r € [0, 2m) szoget ,rossznak”, ha léteznek egymastol kiilonbozs n, m természetes
szamok, melyekre teljesiil, hogy F-et r koril nr, ill. mr szoggel elforgatva, az igy kapott két halmaznak van k6z6s
pontja. Igazoljuk, hogy a rossz szogek halmaza megszamlalhato.

A 2. tétel szerint kivalaszthatunk egy olyan p szoget, amely ,,jo”. F-et r koril p,2p, ..., ip, ... szoggel elforgatva
kapjuk rendre az Fi, Fy,..., F;... halmazokat; ezek paronként diszjunktak. Jelolje az Osszes F; egyesitését H; ez
nyilvan S részhalmaza. S maradék részét helyben hagyva, forgassuk el H-t r koriil —p szoggel. F; 1 ekkor éppen F;-be
keriil, F; pedig F-be, tehat az egész gombfeliiletet megkaptuk.

Mindezidaig, jobbara kényelmi okokbol, csak a gémbfeliilet dtdarabolasarol beszéltiink. Figyeljik meg azonban,
hogy a tér transzformaéciéi koziil kizarélag az O-n atmend tengelyi forgatasokat hasznaltunk. Ha megengedjiik, hogy
ezek a forgatésok a feliilet pontjaival egyiitt a hozzajuk vezet6 sugarak egészét, — azoknak a gomb koézéppontjaval
egybeesé végpontja kivételével — mozgassak, megduplazhatjuk azt a testet, melyet a gombbdl kézéppontja elhagyasaval
kapunk. Ez azonban az 1. lemma miatt (ha az ott szerepld kort a gomb belsejében vessziik fel) atdarabolhat6 a gémbbe;
igy a 4. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Ha egy gomb atdarabolhato kettd, vele egybevagoba, akkor az igy kapottak barmelyikét is tovabb szaporithatjuk,
s indukcioval latszik, hogy egy gdomb tetszdleges véges szamu vele egybevagdba atdarabolhaté. Sziikségiink lesz még a
kovetkezdre:

4. Lemma. Ha H & H' és X C H, akkor létezik olyan Y C H’, hogy X < Y’
(A lemma bizonyitasat az olvasora bizzuk.)

Az 1. tétel igazolasatol latszolag még igen tavol vagyunk, hiszen erésen kihasznéltuk a gémb szimmetriajat. Azonban
legalabb annyi igaz, hogy a ,kicsi” és a ,nagy” kozti kiilonbség eltiint: tetszéleges A korlatos halmaz dtdarabolhato egy
tetsz6leges B telt halmaz egy részhalmazaba: a telt B-nek ugyanis van egy gomb részhalmaza; ennek a gémbnek véges
sok masolataval A lefedhetd (helyenként tobbszorosen). A gomboknek ez a halmaza azonban atdarabolhaté egyetlen
gémbbé, mely B-nek részhalmaza, igy A is atdarabolhatoé B egy részhalmazaba.

Most mar feltehetjiik a ,koronat” a paradoxon bizonyitasara, Schrider és Bernstein egy halmazelméleti tételének
Banach altali tovabbfejlesztésével:

5. Lemma. Legyen A; C Aés By C B. Ha A; & B és By & A, akkor A < B.

Vezessiik be ehhez a kovetkezd jeloléseket:
f: az A & B; atdarabolas altal definialt A — B fliggvény;
g:a B < A; atdarabolés altal definialt B — A; fliggvény.

(Ezek természetesen bijekciok.) Co = AN\ A1, legyen tovabba Cp11 = g(f(Cy)) (n=0, 1, 2, ...), végiil legyen C az
Osszes C; halmaz unidja. Megmutatjuk, hogy g(B\ f(C)) = A\C.

Ehhez el6szor azt igazoljuk, hogy g(B\ f(C)) C AN\C. Nyilvan g(B) = A; C A, igy g(B\f(C)) C A4; be kell még
latnunk, hogy g(B\ f(C)) és C diszjunktak. Mivel Cy diszjunkt a g fiiggvény értékkészletétol, ezért C helyett elég a
C\ Cy halmazzal foglalkozni. Tudjuk, hogy C = CoUCL UC2U.. ., igy g(f(C)) = C1UCUC5U... 2 C\Cy. Ebbdl a
g~ ' (g inverze) alkalmazasaval kovetkezik, hogy f(C) D g~ *(C\Cp), ahonnan lathato, hogy B\ f(C) és g~ (C\Co)
diszjunktak. Ekkor diszjunktak ezek g-nél vett képei, azaz g(B\ f(C)) és (C\Cp) is.

A forditott iranya g(B\ f(C)) D A\C tartalmazéis helyett azt mutatjuk meg, hogy B\ f(C) 2 g '(A\C).
Vilagos, hogy g(B) = A; = ANCy D A\C, ezért B D g~ 1(ANC).

Masrészt g(f(C)) € C miatt g(f(C)) N (ANC) az iires halmaz, igy ennek g~ '-nél vett képe, f(C) N g~ (ANCO)
tires. Ezzel a kivant tartalmazast, annak révén pedig a g(B\ f(C)) = A\ C egyenlGséget belattuk.

Mivel a g fliggvény atdarabolast adott meg, ezért eredmeényiink alapjan B\ f(C) < AN\ C; nyilvanvaléan teljestil
tovabba f(C) < C is, tehat B < A.

Ezzel a lemma, bizonyitasat befejeztiik. Megkaptuk a 4. tétel bizonyitasat is, hiszen ha A és B tartalmaz egy-egy
G, ill. H gombdét, akkor a latottak alapjén A < H és B < G, tehat A & B.

Néhany éve egy rangos amerikai folydirat egy matematikusnak az olvasoéi levelét kozolte, melyben azt allitja, hogy
a gobmb megduplazasara adott bizonyitast konstruktivva alakitotta, majd a tettek mezejére lépett: t6kéjét aranyba
és szerszamokba fektette, s habar technikai okok miatt csak jo ,ymésfélszereznie” sikeriilt, ez mar lehet6vé tette, hogy
iparat Dél-Amerikaban kisipari modon folytassa. Az aranykezd matematikusnak, aki lombfiirészével még az elemi
részecskéket is szét tudta hasogatni, csak elismerés jarhat, épptgy, mint a tudomanyos lapnak, mely komoly képpel
leadta a hirt. S habar az anyag kvantalt szerkezete nem teszi lehetévé, hogy a bevezetGben emlitett gondolatmenet
tréfan tul masra is hasznalhaté legyen, a paradoxon paradoxon marad: lehetetlen a térben minden ponthalmazhoz egy
yérfogatot” rendelni, mely a halmaz kozos elem nélkiili részekre valo felosztasa, és egybevagosagi transzformaciokkal
valé elmozgatasaval szemben invaridns. Fontos, hogy ebben a tényben ne a tér eredendd ,megbizhatatlansdgéat” lassuk:
minden végtelen halmaz tulajdonsaga ugyanis, hogy egy valédi részhalmazaval kolcsonosen egyértelmd megfeleltetésbe
hozhato. A 4. tétel igazoldsdban a kulcs az A; halmazok léte; ez a konstrukcio jo ideje ismert volt, mielGtt még
fiiggetlen forgatasokat hasznalva a gémbre alkalmaztak volna (egy véges halmaz — ,abécé” — elemeinek egymas mellé



irasaval keletkezs ,szavak” alkotta absztrakt algebrai strukturat szabad félcsoportnak hivjuk). A sik egybevagosagi
transzforméacidinak halmaza egyszeriibb, igy teriiletvaltoztato atdarabolast nem enged meg (figyeljiik meg, hogy a
3. tételben is megszamlalhatd sok pontbdl gyartottunk megszamlélhatéan sokat, ami a nulla teriilet megkettGzését
jelentette csupan.)

Bolyai Farkas egy tétele szerint egyenld teriiletd sokszogek egymaéasba (geometriai értelemben) atdarabolhatok.
Igazoljuk, hogy az ilyen sokszogek (a most targyalt értelemben is) atdarabolhatok egymasba.

Megjegyzések. Olvasoinknak bizonyara felttint, hogy az ,atdarabolas” fogalmat a szokasos geometriai értelmezésétol
eltérGen vezettiik be (lasd a KOMAL 1989. évi 7. szaméaban taldlhato cikket). Geometridban ugyanis dtdarabolésnal
csak egyenes vagasokat engediink meg, és a vagasok pontjait elhanyagoljuk, vagy tobbszorosen szamoljuk.

Nemrég Laczkovich Miklos bebizonyitotta, hogy egy korlap dtdarabolhaté azonos teriilet négyzetté.
Beke Tibor, egyetemi hallgato



