Hény teniszmérkézésre van sziikség, hogy n jatékos koziil kivalasszuk a legjobbat? Kétkari mérleg segitségével, n
db targy koziil hany méréssel tudjuk kivalasztani a méasodik legnehezebbet? Ezek a kérdések a szamitogép-tudomany
egyik legfontosabb fejezetének, a rendezések elméletének alapprobléméi. A valaszadashoz algoritmust, tehat tervet kell
késziteniink a mérések végrehajtasara, s ha az optimalis algoritmust akarjuk megtalalni, arra is képesnek kell lenniink,
hogy bebizonyitsuk: nincs jobb.

A programozas elmélete dltalaban a kovetkezd modellt alkalmazza. Adva van n adat, Aq, ..., A,, amelyek vala-
milyen sorrendben rendezve vannak. Ez a sorrend szamunkra ismeretlen, de akarmikor 6sszehasonlithatunk barmely
két adatot, ezaltal megkapva egyméshoz viszonyitott elhelyezkedésiiket. Cél a legnagyobb, masodik legnagyobb stb.
elem meghatarozasa, a lehetd legkevesebb Gsszehasonlitassal. Logikus lenne feltenni, hogy adataink valds, vagy akar
természetes szamok, példaul sportbeli megfogalmazasokban pontszamok. Ezt altalaban mégsem teszik fel, ugyanis az
Osszehasonlitasokbol csak a sorrendre kovetkeztethetiink, a szamok értékére nem. (Szigortan véve, csak annyit tudunk,
hogy adataink kozott van egy ismeretlen relacio, ami rendelkezik a ,,kisebb” relacié szokasos tulajdonsagaival, vagyis
tranzitiv és trichotom.) A kovetkezs leirdsokban idénként hasznalni fogjuk a sportélet természetesen adodo kifejezéseit.

1. tétel. n adat kozil n — 1 dsszehasonlitdssal ki lehet valasztani a legnagyobbat.
2. tétel. n adat kézil a legnagyobb kivdlasztisahoz mindig legaldbb n — 1 dsszehasonlitdsra van szikség.

Az 1. tétel bizonyitdsa. Két modszert is megadunk. Az elsében (1. abra), elészor Aj-et és As-t hasonlitjuk Ossze,
majd a ,nyertes’-t As-mal, és igy tovabb. Ez az ugynevezett , kihivisos” modszer, amikor az egymas utani mérkézések
soran mindig a nyertes marad a (pingpong, sakk stb.) asztalnal.

1. dbra

A Ay Az Ap As Ag Ay

2. dbra

A masik modszer fordulok rendezése (2. abra). A jatszmaszam itt is n — 1, hiszen (ugyandgy, mint az el6bb)
barmelyik résztvevs egyetlen vesztes jatszma utéan kiesik, és a legjobbat kivéve mindenki kiesik. (A jatszmék szamanak
kozvetlen, szintenkénti Osszeszamolasa kissé nehezebb: Jeloljiik f(z)-szel a sziikséges jatszmaszamot. Nyilvan f(1) = 0.
Ha x > 1 természetes szam, és 2 < x < 2y+ 1, akkor a legalso szinten y jatszma van, a {6lotte levs szinteken pedig x—1y
jatékos jatszik kieséses jatékokat. Tehat f(x) = y+ f(x—y), és ebbdl indukcidval konnyen igazolhatjuk f(z) = z—1-et.)

A 2. tétel bizonyitisa. Az eddig elmondottak utan ez mar igen egyszerd: a nyertesen kiviili n — 1 jatékos mindegyi-
kének vesztenie kell valamikor (kiilonben nem tudhatnénk biztosan, hogy nem 6 a legjobb), s minden mérkézésnek egy
vesztese van.

A tovabbiakhoz jeloljiik r-rel azt a természetes szamot, amire 2" 1 < n < 27 teljesiil. Ekkor a 2. abra r-fordulés
rendszert ad, amiben a gy&ztes éppen r-szer jatszik.

3. tétel. n adat k6zil a mdsodik legnagyobb n + r — 2 6sszehasonlitassal megtaldlhato.

Bizonyitds. A 2. abra szerinti médszerrel n — 1 6sszehasonlitdssal megtalaljuk a legnagyobb elemet. Minden ett6l
kiilonb6z6 elem , kikapott” valamelyiktsl. A masodik legnagyobb csak a legnagyobbtol kaphatott ki, 6 tehat a legna-
gyobb Altal kozvetleniil legy6zott r elem valamelyike. Ezek koziil kell tehat a legnagyobbat megtaladlnunk, amit az 1.
tétel barmelyik modszerével r — 1 6sszehasonlitassal megtehetiink. Ez 6sszesen n —1+1r —1 = n+1r—2 sszehasonlitas.

4. tétel. Nincs olyan algoritmus, amely minden esetben n + r — 2-nél kevesebb dsszehasonlitissal megtaldind a
masodik legnagyobb elemet.



Bizonyitds. Itt mar nem igaz, mint a 2. tételben, hogy minden esetben legalabb ennyi 6sszehasonlitas kellene. Ha
szerencsénk van, az 1. dbra modszerével n — 1 Gsszehasonlités is elég lehet (ha mindig erdsebb és erésebb uj jatékos
jon).

Tételezziik fel, hogy valamilyen eljarassal, bizonyos szamu 6sszehasonlitas utan meghataroztuk az M-mel jelolt
maésodik legnagyobb elemet. Biztosan tudjuk tehat, hogy M nem a legnagyobb, tehat valamelyik &sszehasonlitasban
,veszitett”. De csak a (mondjuk L-lel jelolt) legnagyobb elemmel szemben veszithetett, igy L és M mindenképpen
osszehasonlitasra keriilt. Igy valahogyan meggydztiik magunkat, hogy M a masodik legnagyobb, és L > M-et is tudjuk,
teh&t mindenképpen tudjuk, hogy L a legnagyobb. Kaptuk tehat, hogy a méasodik legnagyobb elem meghatarozasahoz
meg kell talalnunk a legnagyobb elemet is, igy a 2. tétel szerint mindenképpen legaldbb n — 1 6sszehasonlitast tenniink
kellett.

Jelolje p azon 6sszehasonlitasok szamat, amelyekben L részt vett. Igy van p elem, ami L-t6l kikapott, kdzottiik van
M. Az M-t6] kiilonb6z6 p—1 elemrdl biztosan tudjuk, hogy nem a masodik legjobbak. Ez csak ugy lehet, hogy ezek még
valami mastol is kikaptak. Osszesen tehat van (n—1)— (p—1) = n—p olyan elem, ami legalabb egyszer, és p— 1 tovabbi
elem, ami legalabb kétszer kikapott; igy a vesztesek, tehat a jatszmak szama legalabb (n —p) +2(p—1)=n+p— 2.
Ha valahogy garantalni tudnénk p = r-et, készen lennénk.

Belatjuk, hogy minden algoritmusnak van olyan lehetséges kimenetele, amiben p 2 r és ezzel a bizonyitas kész.
Egy algoritmus minden lépése egy A; — A; 6sszehasonlitas, és hogy mi az i és a j, az az el6z6 1épésektd] fiigghet. Hogy
a fentiek szerinti kivanatos kimenetelt meghatarozhassuk, meg kell adnunk az 0sszehasonlitdsok eredményeit. Mivel
azt akarjuk, hogy a leendd nyertes lehetSleg minél tobb Gsszehasonlitdsban vegyen részt, célszeri két jatékos koziil azt
nyertesnek nyilvanitani, aki addig tobbszor jatszott.

A szabaly tehat ez: ha A; és A; is veretlen, gySzzon az, aki eddig tobbszor jatszott; ha egyforma sokat jatszot-
tak, gy6zzon barmelyik. Ha A; veretlen, de A; mar kikapott, nevezziik ki A;-t gy6ztesnek, ha pedig méar mindkét
résztvevének van veresége, mindegy, hogy kit kidltunk ki gy6ztesnek. Onkényes kijeloléseinkkel bajba keriilhetiink,
ha olyan A; — A; pérost kell dsszehasonlitani, amelyrdl az eléz6 jatszmak alapjan tudjuk példaul, hogy A, > A;.
Algoritmusunkrol azonban feltehetjiik, hogy ilyen (j informéciot nem ado) lépéseket nem tesz.

Be kell még latnunk, hogy e valasztasok garantaljak p > r-et. Tegyiik fel, hogy a mérk&zéssorozat elkezdése elGtt
minden jatékos felirja egy cédulara a nevét, és elsd veresége alkalmabol atadja a néala 6sszegylt céduldkat legy6zGjének.
igy a torna alatt a céduldk ide-oda vandorolnak, minden pillanatban, valamilyen eloszldsban, a pillanatnyi veretlenek
kezeiben vannak. A végén, minden cédula a gy6ztes, L kezében lesz.

Igazoljuk, hogy a torna folyamén mindig igaz lesz a kovetkezs allitas:

Ha az A; veretlen jatékos eddig x-szer jatszott, akkor nala legfeljebb 27 cédula van. Ezt x-re vonatkozo6 indukcidval
latjuk be; x = 0-ra igaz, hiszen csak a sajat céduldja lehet nala. Ha A; A;-vel jatszik, a nala levé cédula-kollekciét csak
ugy bovitheti, ha legy6zi az A; addig veretlen jatékost. Ha A; addig y-szor jatszott, akkor z = y-nak kell teljesiilnie
el6irdsaink szerint. Igy A; (az indukci6 miatt) legfeljebb 2Y cédulat adhat &t, igy A;, aki @ + l-szer jatszott, most
legfeljebb 2% + 2¥ < 2% 4 2% = 27+ cgdulat birtokolhat. Allitasunkat igy indukcioval bizonyitottuk. A torna végén
minden cédula a gy6ztes, L kezében lesz, igy fenti allitasunk szerint 27 > n > 2771, azaz p > r adodik, s ezt akartuk
belatni.

Még egy olyan érdekes eset van, amikor az optimalis Osszehasonlitas-szamot ismerjiik. Legyen = az a természetes
szam, amire 2x + 1 S n < 2z + 2 teljesiil.

5. tétel. n adat kozil n + x — 1 dsszehasonlitdssal meghatdarozhatjuk o legnagyobbat és a legkisebbet is.

Bizonyitds. A 2. abra modszerével n — 1 Osszehasonlitas elég a legnagyobb meghatarozasara. A legkisebb adat nem
lehet az 1. forduld nyertesei kozott, igy a tobbi « + 1 elem valamelyike. Koziiliikk az 1. tétel modszerével = méréssel
megkaphatjuk a legkisebb elemet.

6. tétel. Nincs olyan algoritmus, amely minden esetben n + x — 1-nél kevesebb dsszehasonlitdssal hatdroznd meg
egyidejileg a legkisebb és a legnagyobb elemet.

Bizonyitds. A 4. tétel bizonyitasahoz hasonloan azt latjuk be, hogy barmelyik algoritmusnak tudjuk olyan megtor-
ténését konstrualni, ami legalabb n + x — 1 6sszehasonlitast hasznal.
1 3
Az algoritmus, illetve a mérkGzéssorozat minden fazisdhoz rendeljiik hozza az —a + —b pontszamot, ahol a jeloli az

adott pillanatban azon jatékosok szamat, akik mar veszitettek, de még nem nyertek jatékot, vagy forditva: nyertek, de
még nem vesztettek, b pedig azok szamat jeldli, akik veszitettek is, nyertek is.

Kezdetben ez a pontszam nyilvan 0. A jatéksorozat végén tudjuk, ki a legjobb, ez csak ugy lehet, ha egy jatékos
kivételével mindegyik vesztett valamikor. Tudjuk ki a legrosszabb, azaz egy (méasik) kivételével mindegyik nyert va-

1
lamikor. Innen adédik, hogy a pontszam 3 2+ 3 (n—2) = 511 — 2. Ha el tudjuk érni, hogy minden jatszméanal

3
legfeljebb eggyel n§jon ez a pontszam, akkor a jatszmak szama legalabb 3N~ 2lesz.n =2x+2reez3y+1=n+x—1,

3 1
n = 2x + 1-re pedig on 2=3x— o azaz a jatékok szama legaldbb 3x =n +z — 1.
A kivant feltétel teljesithetSsége esetszétvilasztassal konnyen ellendrizhets. Az érdekes esetek azok, amikor két
veretlen, két nyeretlen, illetve két olyan jatékos talalkozik, akik még nem jatszottak. Ilyenkor a pontszam eggyel né.



Befejezésiil szeretném felhivni az érdekl6dd olvasok figyelmét Gacs Péter és Lovasz Laszlo Algoritmusok cimii
konyvecskéjére (Miszaki Kiado, 1978, masodik kiadas: Tankonyvkiadd, 1987), amely szamos, a fentiekhez hasonld
problémat, megoldasi modszert ismertet, igen olvasményosan. Cikkiink témakorének igen alapos elméleti, torténeti
elemzését adja, szdmos altalanositast, kiterjesztést is ismertet D. E. Knuth: A szamitogép-programozas mivészete 3.
Keresés és rendezés cimii monografidja (Miszaki Kiado, 1988), a 226—238. oldal kozott.

Megjegyzések. 1. A 3. és 4. tétel allitasa szerepel Bartha G. és mdsok: Matematikai feladatok gytjteménye I.
Tankonyvkiado 1988. feladatgytjteményben, a 317 /b feladatban, 410. oldal. Mivel a feladat megoldésa nem nyilvanvalo,
ugy éreztiik a bizonyitast részletezni kell. E célbdl jelent meg ez a cikk.

2. Az 5. tétel n-r6l (n + 2)-re torténd indukcioval is bizonyithato.



