
Ebben a ikkben néhány, a háromszögek geometriájához tartozó állítást igazolunk, mégpedig oly módon, hogy a

bizonyításokban a statika alapfogalmaira, axiómáira, szabályaira támaszkodunk. Feltételezzük, hogy az Olvasó el®tt

ismeretes az er®vektor fogalma és tulajdonságai; a merev testre ható er®k összegzésének módja; egy test egyensúlyának

feltétele; ... Ennek ellenére � a kés®bbiekben játszott szerepére tekintettel � kiemeljük, hogy

ha egy merev testre három, nem párhuzamos, egy síkban fekv® er® hat, és ezek egymással egyensúlyt tartanak, akkor

hatásvonalaik egy pontban metszik egymást.

Bizonyításainkban lényegében ezt a megállapítást alkalmazzuk.

1. A háromszög szögfelez®ire vonatkozó tétel

1988-01-033-1.eps

1. ábra

Tekintsük az 1. ábra szerint felvett, az ABC háromszög oldalegyenesei mentén ható, egyenl® nagyságú F1, F2,

. . ., F6 er®ket! Mivel ezek az er®k nyilvánvalóan egyensúlyban vannak, ered®ik, az ábrán látható EA, EB , EC er®k

szintén egyensúlyban lesznek. Ezek az ered®k viszont � a háromszög súsainál keletkez® rombuszok alapján � a

háromszög szögeinek bels® szögfelez®ire illeszkednek; következésképpen a háromszög bels® szögfelez®i egy pontban

metszik egymást. Hasonló gondolatmenet alapján az Olvasó maga is könnyen beláthatja, hogy a háromszög két küls®

és egy bels® szögfelez®je egy ponton halad át.

2. A háromszög magasságaira vonatkozó tétel

1988-01-034-1.eps

2. ábra

A 2. ábrán látható ABC háromszög oldalain úgy helyeztük el az F1, F2, . . ., F6 er®ket, hogy egy tetsz®leges F er®

választása után az

(1)

F1 = F2 = F cos A
F3 = F4 = F cos B

és F5 = F6 = F cos C







összefüggések teljesüljenek, vagyis er®rendszerünk egyensúlyban legyen, azaz az er®k páronként alkotott ered®i egy

ponton haladjanak át. Határozzuk meg ezen ered®k irányát! Adjuk össze például a B súsban támadó F1 és F6

er®ket! E élból bontsuk mindkett®t két összetev®re úgy, hogy ezek egyike az AC oldallal párhuzamosan, a másik rá

mer®legesen helyezkedjen el!

1988-01-034-2.eps

3. ábra

A 3. ábra alapján látható, hogy F1 AC-vel párhuzamos összetev®je F1 cos C-vel, F6 azonos állású összetev®je pedig

F6 cos A-val egyenl®. De az (1) összefüggésb®l következik, hogy

F1

F6

=
cos A

cos C
, (derékszög¶ háromszögnél ez nem igaz)

ahonnan F1 cos C = F6 cos A. Így F1 és F6 AC-vel párhuzamos összetev®i azonos nagyságúak és ellentétes irányúak,

ezért összegük 0. Ebb®l az következik, hogy F1 és F6 ered®je az AC oldalra mer®leges; ilyen módon az EB er®

hatásvonala az AC oldalhoz tartozó magassággal egyezik meg. Hasonló módon kaphatjuk, hogy az EA és EC er®k

hatásvonala a háromszög másik két magasságvonalával esik egybe; következésképpen a háromszög magasságvonalai

egy pontban metszik egymást.

3. A háromszög súlyvonalaira vonatkozó tétel

1988-01-035-1.eps

4. ábra

Tekintsük a 4. ábrán látható módon elhelyezett F1, F2, . . ., F6 er®ket! Legyen mindegyik er®vektor hossza a

megfelel® háromszögoldal fele! Ekkor az F1 és F6 er®k ered®je a BC, F2 és F3 er®k ered®je az AC, F4 és F5 er®ké

pedig az AB oldalhoz tartozó súlyvonal mentén hat (lásd a megfelel® er®paralelogrammákat). Mivel pedig F1, F2, . . .,

F6 egyensúlyban vannak, a háromszög súlyvonalai egy pontban metszik egymást.

4. A bels® szögfelez®kre vonatkozó tétel általánosítása

Az ABC háromszögben vegyük fel az A szöget α1 és α2 részekre osztó a, a B szöget β1 és β2 részekre osztó b és a

C szöget γ1 és γ2 részekre osztó c egyenest (5. ábra) !
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1988-01-035-2.eps

5. ábra

Helyezzünk el az A súsnál egy tetsz®leges nagyságú, a-val azonos hatásvonalú E1 er®t, majd bontsuk fel a

háromszög oldalai mentén F1 és G1 összetev®kre! Járjunk el hasonló módon a háromszög B és C súsánál is, ezzel

együtt azonban E2-t válasszuk úgy, hogy F2 egyenl® legyen G1-gyel, E3-at pedig úgy, hogy F3 nagysága egyenl® legyen

G2-vel! Így az E1, E2, E3 er®rendszerrel ekvivalens F1, G3 rendszerhez jutunk.

Tekintsük a

sin α1

sin α2

,

sin β1

sin β2

és

sin γ1

sin γ2
arányokat!

Az A, B és C súsoknál keletkezett paralelogrammák alapján

sin α1

sin α2

=
G1

F1

,
sin β1

sin β2

=
G2

F2

valamint

sin γ1

sin γ2
=

G3

F3

,

és ezért

(2)

sin α1

sin α2

·
sin β1

sin β2

·
sin γ1

sin γ2
=

G1

F1

·
G2

F2

·
G3

F3

=
G3

F1

.

A továbbiakban két eset lehetséges:

I.

(3)

sin α1

sin α2

·
sin β1

sin β2

·
sin γ1

sin γ2
= 1,

ekkor F1 = G3, azaz az F1 és G3 er®k, s így a velük ekvivalens E1, E2, E3 er®k is egyensúlyban vannak, és ebb®l

következik, hogy az a, b és c egyenesek egy pontban metszik egymást.

II.

sin α1

sin α2

·
sin β1

sin β2

·
sin γ1

sin γ2
6= 1,

ekkor (2) szerint F1 6= G3. Belátjuk, hogy ebben az esetben az a, b és c egyenesek nem metszhetik egy pontban

egymást. Tegyük fel ennek ellenkez®jét!

Ebben az esetben az E1, E2 és E3 er®ket hatásvonaluk közös O pontjába helyezve megkereshetjük ered®jüket (E),
amely ekvivalens kell legyen F1 és G3 ered®jével. Ez azonban nem lehetséges, mert az F1 és a G3 er®k ered®je az AC

egyenesen fekszik, E hatásvonala pedig biztosan különbözik ett®l, hiszen O nem eleme ennek az egyenesnek. A kapott

ellentmondás azt mutatja, hogy az a, b és c egyenesek nem egy ponton haladnak át.

Ezek szerint az 5. ábrán látható egyenesek sak akkor metszik egymást egy pontban, ha fennáll a (3) összefüggés.

Másképpen szólva: annak, hogy a, b és c egyenesek egy pontban messék egymást, szükséges és elégséges feltétele, hogy

(3) teljesüljön. Ezt az állítást a bels® szögfelez®kre vonatkozó tétel általánosításának tekinthetjük, hiszen ott nem sak

(3) bal oldala, hanem a

sin α1

sin α2

,

sin β1

sin β2

,

sin γ1

sin γ2
arányok bármelyike is 1-gyel egyenl®.

Eredményünkb®l levezethet® a háromszög magasságaira mondott tétel is; javasoljuk, hogy ezt az Olvasó végezze

el önállóan.

5. A súlyvonalakra vonatkozó tétel általánosítása, Ceva tétele

1988-01-036-1.eps

6. ábra

Tekintsük az ABC háromszöget! Legyen F1 és F2 er®k hatásvonala AB és AC, ered®jük hatásvonala pedig AA1

(6. ábra)! Vegyük fel a BC oldallal párhuzamos, A-n áthaladó DE egyenest, és bontsuk fel az F1 er®t F ′

1
, F ′′

1
; az F2

er®t F ′

2 és F ′′

2 összetev®kre! Az ábra alapján

F ′

1

F1

=
A1C

AC
és

F ′

2

F2

=
BA1

AB
,

ahonnan

F ′

1 = F1 ·
A1C

AC
és F ′

2 = F2 ·
BA1

AB
.

Mivel F1 és F2 er®k ered®jének hatásvonala megegyezik AA1-gyel, F
′

1 = F ′

2. Következésképpen

(4) F1 ·
CA1

CA
= F2 ·

BA1

AB
vagy

F1

F2

=
CA

AB
·
BA1

CA1

.
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7. ábra

Vegyük most az ABC háromszög oldalain az A1, B1, C1 pontokat, és kössük össze ®ket a szemközti súsokkal (7.

ábra)! Helyezzük el az A, B és C pontokban támadó E1, E2 és E3 er®ket úgy, hogy hatásvonalaik az AA1, BB1 és

CC1 egyenesek legyenek, majd bontsuk fel ®ket olyan összetev®kre, melyek a háromszög oldalaira esnek! Mindemellett

E1-et válasszuk tetsz®legesen, az E2 és E3 er®ket pedig úgy, hogy

(5) F2 = G1 és F3 = G2

teljesüljön! Továbbá (4) szerint

F1

G1

=
CA

AB
·
BA1

A1C
,

F2

G2

=
AB

BC
·
CB1

B1A
és

F3

G3

=
BC

CA
·
AC1

C1B
.

Ezen egyenl®ségek szorzatát képezve kapjuk, hogy

F1

G1

·
F2

G2

·
F3

G3

=
BA1

A1C
·
CB1

B1A
·
AC1

C1B
,

majd a tényez®k sorrendjének változtatásával és (5) �gyelembe vételével kapjuk, hogy:

(6)

AC1

C1B
·
BA1

A1C
·
CB1

B1A
=

F1

G3

.

Vizsgáljuk az alábbi két esetet:

I.

(7)

AC1

C1B
·
BA1

A1C
·
CB1

B1A
= 1.

Ekkor F1 = G3, azaz ezek az er®k egyensúlyban vannak; következésképpen E1, E2 és E3 is, tehát az AA1, BB1 és

CC1 egyenesek egy pontban metszik egymást.

II.

AC1

C1B
·
BA1

A1C
·
CB1

B1A
6= 1.

Ekkor (6) szerint F1 és G3 különböz®ek. Az el®z® tétel bizonyításakor említett gondolatmenet alapján arra a követ-

keztetésre juthatunk, hogy az AA1, BB1 és CC1 egyenesek nem haladhatnak át egy ponton.

Így annak, hogy az AA1, BB1 és CC1 egyenesek egy pontban messék egymást, szükséges és elégséges feltétele,

hogy fennálljon a (7) egyenl®ség. Most bizonyított tételünk Ceva nevét viseli, és ennek valóban speiális esete a

súlyvonalakról szóló tétel, hiszen abban az esetben

AC1

C1B
=

BA1

A1C
=

CB1

B1A
= 1.

Ceva tétele, sakúgy, mint az el®z® pontban bizonyított tétel, kiterjeszthet® arra az esetre, amikor a vizsgált egyenesek

a háromszögön kívül metszik egymást.

A mehanika geometriai alkalmazásait érint® kirándulásunkat ezzel befejeztük, supán az érdekesség kedvéért meg-

említjük, hogy szintén statikai megfontolásokkal igazolható többek között Pitagorász-tétele vagy a körlemez egy pontján

áthaladó szel®kre vonatkozó tétel.

3


