Ebben a cikkben néhény, a haromszogek geometridjahoz tartozé allitast igazolunk, mégpedig oly moédon, hogy a
bizonyitdsokban a statika alapfogalmaira, axiémaira, szabalyaira tdmaszkodunk. Feltételezziik, hogy az Olvasé el6tt
ismeretes az erGvektor fogalma és tulajdonsagai; a merev testre hato erék osszegzésének modja; egy test egyensilyanak
feltétele; ... Ennek ellenére — a késGbbiekben jatszott szerepére tekintettel — kiemeljiik, hogy

ha egy merev testre hdrom, nem pdrhuzamos, eqy sikban fekvd erd hat, és ezek eqymdssal egyensilyt tartanak, akkor
hatdsvonalaik egy pontban metszik eqgymdst.

Bizonyitasainkban lényegében ezt a megallapitast alkalmazzuk.

1. A haromszog szogfelezGire vonatkozo tétel
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1. dbra

Tekintsiik az 1. dbra szerint felvett, az ABC haromszog oldalegyenesei mentén hatd, egyenls nagysagu Fy, Fj,
..., Fg er6ket! Mivel ezek az erSk nyilvanvaléan egyensiulyban vannak, eredGik, az abran lathato E4, Ep, Ec erck
szintén egyensilyban lesznek. Ezek az eredSk viszont — a haromszog csicsainél keletkez6 rombuszok alapjan — a
haromszog szogeinek belsé szogfelezdire illeszkednek; kovetkezésképpen a haromszog belsé szogfelezdi egy pontban
metszik egymast. Hasonl6é gondolatmenet alapjan az Olvasé maga is konnyen beladthatja, hogy a haromszog két kiils
és egy belsd szogfelezGje egy ponton halad at.

2. A haromszog magassagaira vonatkozo tétel
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2. dbra

A 2. dbran lathatéo ABC haromszog oldalain ugy helyeztiik el az Fy, Fy, ..., Fg erGket, hogy egy tetszéleges F' ers
véalasztasa utan az

Fy=F,=Fcos A
(1) F3=F,=Fcos B
és F5 =TI = FcosC

Osszefiiggések teljesiiljenek, vagyis erérendszeriink egyensilyban legyen, azaz az er6k paronként alkotott ereddi egy
ponton haladjanak at. Hatarozzuk meg ezen ereddk iranyat! Adjuk Ossze példaul a B csucsban tamado Fy és Fg
ercket! E célbol bontsuk mindkettst két Osszetevére ugy, hogy ezek egyike az AC oldallal parhuzamosan, a masik ra
merdlegesen helyezkedjen el!
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3. dbra

A 3. dbra alapjan lathato, hogy Iy AC-vel parhuzamos 6sszetevGje Fy cos C-vel, Fg azonos allasi OsszetevGje pedig
Fg cos A-val egyenld. De az (1) sszefiiggésbol kovetkezik, hogy

E_COSA

T T s O (derékszogi haromszognél ez nem igaz)
6 COSs

ahonnan F cos C = Fycos A. Igy Fy és Fg AC-vel parhuzamos Osszetevsi azonos nagysagiak és ellentétes iranytak,
ezért Osszegiik 0. EbbGl az kovetkezik, hogy Fy és Fg eredGje az AC oldalra mer6leges; ilyen moédon az Ep erd
hatasvonala az AC oldalhoz tartoz6 magassiggal egyezik meg. Hasonlé modon kaphatjuk, hogy az E4 és E¢ erck
hatasvonala a haromszog masik két magassagvonalaval esik egybe; kovetkezésképpen a haromszog magassagvonalai
egy pontban metszik egymaést.

3. A haromszog salyvonalaira vonatkozoé tétel
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4. dbra

Tekintsiik a 4. dbrdn lathato modon elhelyezett Fy, Fs, ..., Fg erSket! Legyen mindegyik erévektor hossza a
megfelel haromszogoldal fele! Ekkor az Fy és Fg erSk eredGje a BC, Fy és F3 erdk eredGje az AC, Fy és F5 ercké
pedig az AB oldalhoz tartozo stilyvonal mentén hat (lasd a megfelel§ er6paralelogrammakat). Mivel pedig Fy, Fo, .. .,
F§ egyensilyban vannak, a hdromszog silyvonalai egy pontban metszik egymaést.

4. A belsé szogfelezGkre vonatkozo6 tétel altalanositasa
Az ABC haromszogben vegyiik fel az A szoget o és ag részekre osztd a, a B szoget B1 és Bo részekre osztd b és a
C' szbget 1 és 7o részekre oszto c egyenest (5. dbra) !
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5. dbra

Helyezziink el az A csicsnal egy tetszéleges nagysagui, a-val azonos hatasvonalu Ej erét, majd bontsuk fel a
haromszog oldalai mentén Fy és G OsszetevSkre! Jarjunk el hasonlé médon a haromszog B és C csicsandl is, ezzel
egylitt azonban FEs-t valasszuk ugy, hogy Fh egyenls legyen G1-gyel, Es-at pedig ugy, hogy F3 nagysaga egyenld legyen
Go-vel! igy az F, Fs, E3 er6rendszerrel ekvivalens Fy, G3 rendszerhez jutunk.

. sina; sinf; ., sinm
Tekintsiik a — s —

. )

- - aranyokat!
sin ap’  sin fy sin v

Az A, B és C csucsoknal keletkezett paralelogrammak alapjan

sin (651 Gl sin [31 G2 . sin Y1 G3
- =—, ——— = — valamint =
sin oo Fi sin fy 5

)

sin s F3
és ezért

sin (651 sin ﬂl sin Y1 G1 GQ Gg o G3

?) - -2

sinas sin By sinve By F Fy  Fy

A tovabbiakban két eset lehetséges:
I.

(3)

sin ;  sin B sin v

- - - =1,
sin ag  sin B2 sin ¥
ekkor Fy = (3, azaz az F és G3 erdk, s igy a veliikk ekvivalens F;, Fs, E3 er6k is egyensilyban vannak, és ebbdl

kovetkezik, hogy az a, b és ¢ egyenesek egy pontban metszik egymast.

II.
sin ; sin B;  sin 71

#1,

sin ag  sin B2 sin ¥

ekkor (2) szerint F; # Gs. Belatjuk, hogy ebben az esetben az a, b és ¢ egyenesek nem metszhetik egy pontban
egymast. Tegyiik fel ennek ellenkezgjét!

Ebben az esetben az E;, Fy és E3 erSket hatasvonaluk kozos O pontjaba helyezve megkereshetjiik ereddjiiket (F),
amely ekvivalens kell legyen I} és G3 eredGjével. Ez azonban nem lehetséges, mert az Fy és a G erdk ereddje az AC
egyenesen fekszik, E hatasvonala pedig biztosan kiilonbozik ettdl, hiszen O nem eleme ennek az egyenesnek. A kapott
ellentmondés azt mutatja, hogy az a, b és c egyenesek nem egy ponton haladnak &t.

Ezek szerint az 5. abréan lathato egyenesek csak akkor metszik egymast egy pontban, ha fennall a (3) Osszefiiggés.
Masképpen szolva: annak, hogy a, b és ¢ egyenesek egy pontban messék egymast, sziikséges és elégséges feltétele, hogy
(3) teljesiiljon. Ezt az allitast a belsd szogfelezGkre vonatkozo tétel altalanositasanak tekinthetjiik, hiszen ott nem csak

(3) bal oldala, hanem a sinay sin fy sin

- , = y = aranyok barmelyike is 1-gyel egyenld.
sin ag’ sin B sin ¥

Eredményiinkbdl levezethets a haromszog magassigaira mondott tétel is; javasoljuk, hogy ezt az Olvasd végezze
el 6néalldan.

5. A sulyvonalakra vonatkozoé tétel altalanositasa, Ceva tétele

1988-01-036-1.eps
6. dbra

Tekintsiik az ABC haromszoget! Legyen Fy és Iy erGk hatdsvonala AB és AC, ered@jiik hatasvonala pedig AA;
(6. dbra)! Vegyiik fel a BC oldallal parhuzamos, A-n dthaladé DFE egyenest, és bontsuk fel az Fy erét Fy, F|'; az Fy
erGt Fy és Fy Osszetevokre! Az abra alapjan

F_AC |, F_BA
o AC F, AB’
ahonnan 4O BA
r_ o 21, @, 2800
Fl — Fl AC es F2 F2 AB .
Mivel Fy és Fy erdk eredGjének hatésvonala megegyezik AAi-gyel, F| = Fj. Kovetkezésképpen
W p CA_ . BA K CA BA
VoA~ A ™ T AB A
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7. dbra

Vegyiik most az ABC haromszog oldalain az Aq, By, Cq pontokat, és kossiik Ossze Gket a szemkozti csucsokkal (7.
dbra)! Helyezziik el az A, B és C pontokban tdmadé Ei, Es és F3 erGket ugy, hogy hatasvonalaik az AA;, BB; és
CC egyenesek legyenek, majd bontsuk fel 6ket olyan 6sszetevSkre, melyek a haromszog oldalaira esnek! Mindemellett
E-et valasszuk tetszOlegesen, az Eo és Es3 erGket pedig ugy, hogy

(5) F2 = Gl és F3 = G2
teljesiiljon! Tovabba (4) szerint

R CA BA F, AB CBy , F; BC AC

Gi. AB A,C’ G, BC BA % Gs CA OB’

Ezen egyenl6ségek szorzatat képezve kapjuk, hogy
F1 F2 F3 _ BAl CBl A01

G, Gy Gy A,C BA OB’

majd a tényezSk sorrendjének valtoztatasaval és (5) figyelembe vételével kapjuk, hogy:

ACy BA, CBy R

(6) CiB AC BA  G3

Vizsgaljuk az alabbi két esetet:
I.

AOl BA1 OBl

. . =1
B AC BA

(7)

Ekkor I} = (3, azaz ezek az erSk egyenstulyban vannak; kovetkezésképpen Fp, Fy és Es is, tehat az AA;, BB; és
CC1 egyenesek egy pontban metszik egymaést.
II.
AC; BA; (CB;

1B A C B1A7,é

Ekkor (6) szerint Fy és G5 kiilonboztek. Az el6z6 tétel bizonyitasakor emlitett gondolatmenet alapjan arra a kovet-
keztetésre juthatunk, hogy az AA;, BB; és CCy egyenesek nem haladhatnak at egy ponton.

Igy annak, hogy az AA,, BB; és CC, egyenesek egy pontban messék egymast, sziikséges és elégséges feltétele,
hogy fennalljon a (7) egyenlGség. Most bizonyitott tételiink Ceva nevét viseli, és ennek valoban specilis esete a
silyvonalakrol szolo tétel, hiszen abban az esetben

AC, _BA _CBi
CiB~ AC BiA

Ceva tétele, csakigy, mint az el6z6 pontban bizonyitott tétel, kiterjeszthets arra az esetre, amikor a vizsgalt egyenesek
a haromszogon kiviil metszik egymast.

A mechanika geometriai alkalmazésait érinté kiranduldsunkat ezzel befejeztiik, csupan az érdekesség kedvéért meg-
emlitjiik, hogy szintén statikai megfontolasokkal igazolhat6 tobbek kozott Pitagorasz-tétele vagy a korlemez egy pontjan
athalado szelSkre vonatkozo tétel.



