1. a, b, ¢, d kiilonbozd pozitiv egész szdmok, amelyekre teljesiil az
a+b=cd

és az
ab=c+d

egyenldség. Hatdrozzuk meg az dsszes ilyen szamnégyest.

I. megoldas. Mivel a négy szam szerepe semmiben sincs kitiintetve egymashoz képest, feltehetjiik az altalanossag
megszoritasa nélkiil, hogy a a legkisebb, tovabba, hogy ¢ < d, tehat

a<b a<c<d.
Nem lehet @ > 2, mert akkor ¢ > 3, és igy
ab>2b>a+b=cd>3d>c+2d=ab+d > ab
kellene, hogy fennélljon, de ez lehetetlen. Eszerint
a=1, ¢>2 é d>c+1,

tehat
a+b=14+b=cd>2d>c+14+d=ab+1=0b+1.

Ez csak ugy &allhat fenn, ha mindeniitt az egyenlGség jele érvényes, tehét
c=2, d=c+1=3 é b=cd—1=5.

Az 1, 5 és 2, 3 szampér valéban megfelel a feltételeknek. Ezekbdl tovabbi 7 megfelels szampéart kapunk, ha a parok
elemeit egymés kozt felcseréljiik, tovabba ha a két part megceseréljiik.

IT. megoldas. Alakitsuk at a feltételi egyenlSségek felhasznalasaval az (a — 1)(b — 1) szorzatot:
(a—1(b—-1)=ab—a—-b+1l=c+d—cd+1=2—(c—1)(d—-1),

azaz

(a—1)b-1)+(c=1)(d-1)=2.

Miutan a feladat pozitiv egész szamokrol szol, ez csak ugy &llhat fenn, ha a bal oldalon vagy mindkét tag 1, vagy
az egyik 0, a masik 2. Az els6 lehetGség egyedill az a = b = ¢ = d = 2 esetben kovetkezik be. Ezekre teljesiilnek a
feladatban megkivant egyenlGségek, de a szamok nem kiilonbozsk.

A masodik eset akkor kovetkezik be, ha az egyik szdm 1, mondjuk ¢ = 1, amibgl kovetkezik, hogy

(c—1)(d-1)=2.

Feltehetjiik, hogy ¢ < d. Ekkor ¢ — 1 =1, d — 1 = 2 kell, hogy legyen, azaz c =2, d=3ésb=1-b=c+d=>5. Ezek
az értékek kielégitik a feladat Gsszes kovetelményét.

II1. megoldas. A feltételi egyenlGségekbdl kovetkezik, hogy

a+b c+d 1 1 1 1
'=Ta —(a+3>(z+a>'

A jobb oldalon vagy mind a két tényezé 1, vagy az egyik — mondjuk az elsé — nagyobb, a méasik kisebb, mint 1. Az

elsé feltétel csak ugy teljesiilhet, ha mindegyik tort értéke 37 tehdt a = b = ¢ = d = 2, de ezek nem kiilénbozsk.
A masodik esetben, tehat ha

14—1>1
a b ’
nem lehet a > 1, mert akkor b > 2, s igy
1 1 1 1
4+ -<-+-<1
a+b_2+3<
Eszerint a = 1, s igy b > 2, amibdl kovetkezik, hogy
1+1<1+173 tehét 1+1>2
e b= T2y M TGy
Nem lehet ¢ > 2, mert akkor d > 3, s igy
1+1<1+1<2
c d—3 4 3



Eszerint ¢ = 2, és a feltételi egyenletek igy alakulnak:
b=1-b=2+d, 1+b=2d=2b—-4,

tehat b=05,d =3. Az 1, 5; 2, ,3 szampéarok megfelelnek a feltételeknek.

Megjegyzés. Miutan megallapitottuk, hogy a = 1, érdekes befejezés a kovetkezs: az

1+b=cd, b=c+d
egyenldségekbdl a masodikat c-vel szorozva és az els6t felhasznélva
be=c®+1+b.
Az egyenlGséget 4-gyel szorozva igy alakitjuk at:
4 —Abe+ b2 +8 =0 —4b+4, azaz (2c—b)°+8= (b—2)%.

A négyzetszamok koziil csak az 1 és a 9 kiilonbsége 8, tehat |2¢ — b| = 1, |b — 2| = 3, és innen ismét megkapjuk az
el6bbi két szampart.

IV. megoldas. A feltételi egyenletekbdl kovetkezik, hogy
ab c+d

a+b cd

b d
Mind a két tort pozitiv , s igy vagy 2 is, cra
a+b cd
nagyobb néla. Az els6 esetben ab = a + b, amibdl (a — 1)(b — 1) = 1, s igy — pozitiv egész szamokrol lévén sz6 —
a = b = 2. Ezek azonban nem kiilonbozsk.

A maésodik esetben ab < a + b, és mivel egész szamokrol van sz0,

is 1, vagy az egyik, mondjuk az elsg, kisebb 1-nél, a mésodik

ab<a+b—1, azaz (a—1)(b—1)<0.

A bal oldal nem lehet negativ, tehat 0 az értéke, vagyis az egyik szam, mondjuk a = 1.

Ekkor

cd=14+b=1+1-b=14c—+d,
amibdl c-t kifejezve
_d+1 14 2
‘Td-1T Tad-r

Mivel ¢ egész, igy d csak 2 vagy 3 lehet, ¢ megfelels értékei pedig 3 ill. 2. Ezzel ismét az 1, 5 és 2, 3 szamparokhoz
jutottunk.

2. Van-e a térben olyan ponthalmaz, amelynek minden sikon van pontja, de egyetlen sikon sincs végtelen sok pontja?

I. megoldas: Van ilyen ponthalmaz és nagyon sokféleképpen lehet ilyent megadni. Egy derékszogl koordinata-
rendszerben a pont koordinatéit z, y, z-vel jelolve minden sik egyenlete irhaté

axr+by+cz+d=0

alakban, ahol a, b, ¢ kézt van 0-t6l kiilonb6z6. A ponthalmazt ugy adjuk meg, hogy minden valos ¢ értékhez hozzéaren-
deljiik azt a pontot, amelyiknek koordinatai

= f(t), y=g(t), z=h(1).
Az f, g, h fliggvényeket ugy kell valasztanunk, hogy az
af(t) +bg(t) + ch(t) +d =0

egyenletnek legyen legalabb egy gyoke, ha a, b, ¢ koziil legalabb az egyik nem 0, de mindig csak véges sok gyoke legyen.

Kézenfekvs polinomokat valasztani, mert tudjuk, hogy egy polinomnak csak véges sok gyoke lehet: legfeljebb
annyi, mint a foka, kivéve természetesen a 0 polinomot. Azt is tudjuk tovabbéa, hogy (valos egyiitthatos) paratlan foka
polinomnak mindig van legalabb egy (valés) gyoke. Ezek alapjan az x = t°, y = 3, 2z = t Osszefiiggésekkel jellemzett
ponthalmaz megfelel. Ezt irhatjuk kicsit egyszertibben



alakban is. Valoban, az
az’ + b3 +ez+d=0

egyenlet a mondott feltételek mellett mindig paratlan: 5-6d-, 3-ad- vagy els6foki, igy a ponthalmaznak minden sikkal
legalabb egy és legfeljebb 5 kozos pontja van.

Megjegyzések. 1. Mint a megoldas is utal ra, f, g, h-nak barmilyen harom kiilénboz6, paratlan foka polinomot
véalaszthatunk. Hasznalhatunk paros foka polinomot is alkalmas elGjel-megallapodasokkal kombinalva. Kénnyt latni
pl., hogy a kovetkez6 ponthalmaznak:

2

3 2, haz >0,
z=1", Y=
—x ha z <0

szintén van pontja minden sikon és mindegyiken csak véges szamu. Belathato, hogy ennek is legfeljebb 5 pontja lehet
egy sikon. Ennek igazolasat az olvaséra bizzuk.

2. A megadott ponthalmazok pontjai térbeli gérbét alkotnak. Az el6z6 megjegyzésben szerepld gorbéhez eljuthatunk
agy, hogy az z- és z-tengely sikjaban megrajzoljuk a z = z° egyenletii gorbét, és tekintjilk az ennek a pontjain at
az y tengellyel parhuzamosan htzott egyenesek alkotta (altalanos) hengerfeliiletet; az y- és z-tengely sikjaban pedig
az origoban érintkezd, elsd, ill. harmadik negyedben futo két félparabolaivbél allo goérbe pontjain &t a z-tengellyel
parhuzamosan huzott egyenesek alkotta hengerfeliiletet képezziik. A két feliilet metszésvonala adja a széban forgo
gorbét ( 1. a, b, ¢ dbra).

1988-02-053-1.eps

1.a dbra

1988-02-053-2.eps
1.b dbra

1988-02-054-1.eps

1.c dabra

3. Hasznalhatok polinomok helyett mas fiiggvények is. Erre mutat példat a kdvetkezs megoldas.

IT. megoldas. Harom térbeli gérbe vonalat adunk meg, amelyek egyesitésére teljesiilnek a kovetelmények. Ezek
szemléletesen igy szarmaztathatok. Egy 27 szélességi végtelen sav kozépvonala legyen az ordinatatengely. Abrazoljuk
a tg% fliggvényt a —m < ¢ < 7w szamkozben ( 2.a dbra), majd hajlitsuk 6ssze a savot egy (egységnyi sugari) hengerreé.

A henger harom példanyéat helyezziik el ugy, hogy a tengelytik rendre az z-, y-, z-tengely legyen, a sav (0,0) pontja
pedig az y-, z-, illetSleg x-tengely egységpontjaba keriiljon. (A 2.b dbra a harmadik hengert abrazolja.)

1988-02-054-2.eps

2.a dbra

1988-02-054-3.eps
2.b dbra

A feltételek teljesiilésének igazolasdhoz célszerd a pontok koordinatait formuldkkal megadni. A z-tengely koriili
henger egy pontja legyen P, vetiilete az z, y koordinatasikon P’, az ehhez mutaté vektornak az z-tengely pozitiv
felével bezart szoge ¢. Ekkor az (1, 0, 0) ponttol P'-ig terjedd koriv hossza is ¢, igy a P pont koordinatéi:

T = Ccos @, Yy = sin ¢, z:tgg.
A masik két gérbe pontjainak koordinétai:
o P _ o .
x—tgg, y=cosy, z=singp, il
b
2 3

r=siny, y=tg Z = COS @,



 mindharom esetben —7 és 7 kozti szoget jelent (radidnban mérve).
Egy tetszés szerinti sik egyenlete

(1) ar+by+cz+d=0
alaku, ahol a, b, ¢ kozt van 0-t6l kiilonb6z6. Ennek a harmadik gorbével valé metszéspontjai azok a pontok, amelyek
koordinatai az

a cos go—i—bsingp—i—ctgg—i—dzo

egyenletnek eleget tévs  értékekhez az elsé egyenlethdrmassal meghatarozott értékek.
Az egyenlet t = tg g—re vonatkozoé algebrai egyenletté alakithatd a kovetkezs Osszefiiggések felhasznalasaval:

2 sin fcos hd
sin ¢ = 2 _ 2t ;
QO . QO + ) QO t2 _|_ 1’
sin 5 cos 5
cos? g — sin® g 142
cos p = =

= 5-
X 5 P 14¢
S — + cos® —
1n 2 2

Ezeket beirva, a torteket eltavolitva és az egyenletet rendezve kapjuk, hogy:

(2) ct® +(d —a)t* + 2bt +a+d = 0.

Ennek legfeljebb 3 megoldasa van (a valds szamok korében), kivéve, ha az azonosan 0 polinomrol van szo, vagyis ha
b=c=d—a=a+d=0.

Ekkor azonban a és d is 0, s igy az (1) egyenlet minden (z, y, z) szamharmasra teljesiil, nem sik egyenlete. Mivel tgf a

—m < p < 7 szamkozben minden valéds értéket felvesz, és mindegyiket csak egyszer, igy a siknak a gorbével legfeljebb
3 kozos pontja lehet.

Ugyanigy adodik, hogy egy siknak a mésik két gorbével is legfeljebb 3-3 kozos pontja lehet, az egész ponthalmazzal
tehat legfeljebb 9.

Az is vilagos, hogy minden siknak van k6z6s pontja a halmazzal, mert ha pl. ¢ # 0, akkor a (2) egyenlet harmadfoku
és igy van valds gyoke.

Megjegyzések. 1. Szemléletesen a hengert elmetszettiik egy sikkal, és azt kérdezziik, hogy ha a hengerfeliiletet egy
alkotéja mentén felvagjuk és a sikba teritjiik, a metszésvonal hany pontban metszi a tangensgdrbe képét. Belatjuk,
hogy ha a sik metszi a henger tengelyét, de nem mergleges ra, akkor a metszésvonal a sikba teritve egy szinuszvonalat
ad.

Valoban, a henger egy tetszés szerinti pontjanak koordinatai x = cosp, y = sin¢, z alakban irhatok, igy az (1)
sikkal valé metszéspontokat azok a ¢ értékek szolgaltatjak, amelyekre

acosp+bsinp+cz+d=0.

A sikra kimondott feltételek akkor teljesiilnek, ha ¢, tovabba a és b koziil legalabb az egyik nem 0. Ekkor egyenletiink
igy alakithato at:

a . d Vaz+b? | d
z=——cosp— —-sinp — — = ——sin(p —a) — —,
c c c c c
ahol a-t a
. —a b
sinq = ———, cosQ@ = ———
a? + b2 Va2 + b2

Osszefiiggések hatarozzék meg. Ezzel a kimondott allitast igazoltuk. A fenti meggondolés azt a szemléleti megfigyelést
igazolja, hogy a két vonalnak legfeljebb 3 metszéspontja lehet.

2. Megfelel6 ponthalmazok szamtalan més elgondolas alapjan is elkészithetSk, és meriilt is fel sok tovabbi pél-
da a dolgozatokban. Tobben allitottak azonban azt is, egyesek indokolni is prébaltak, hogy a kivant tulajdonsagu
ponthalmaz nem létezik.

3. A felmeriilt példdk mindegyikében volt olyan sik, amelyik a ponthalmaznak legaldbb 5 pontjat tartalmazta. Ké-
zenfekvé kérdés, hogy nem adhat6-e meg olyan ponthalmaz, amelyiknek minden sikon 5-nél kevesebb pontja van. Nem
csOkkenthet§ ez a szam 3 ala, hiszen a halmaz barmely 3 pontjan at fektethetd sik. Mély halmazelméleti modszerekkel



bebizonyithato, hogy létezik olyan ponthalmaz is, amelyiknek minden sikon pontosan 3 pontja van. Ez a bizonyi-
tas azonban csupén a ponthalmaz létezését adja, elGallitasahoz vagy egyaltalan az elképzeléséhez sem ad semmilyen
tampontot.

Megmutathato, hogy egy folytonos vonalnak, ha kielégiti a feltételeket, mindig van 5 egy sikban 1évé pontja.

3. Egy 3n+ 1 tagu tdrsasdg barmely két tagja vagy teniszezni, vagy sakkozni, vagy pingpongozni szokott eqgymdssal.
Mindegyikiiknek n tenisz-, n sakk- és n pingpongpartnere van.
Bizonyitsuk be, hogy van a tdrsasigban harom olyan ember, akik eqgymds kézétt mind a harom jatékot jatsszdk.

I. megoldas. Mindenki mindenkivel csak egyféle jatékot jatszik, hiszen mindenkinek 3n partnere van és Osszesen
ennyi jatszmaban vesz részt.
3n+1
3

Harom embert Osszesen
-féleképpen lehet kivalasztani a tarsasdgboél. Szamoljuk Gssze, hany olyan harmas lehet maximalisan, amelyiknek a
tagjai legfeljebb kétféle jatékot jatszanak egymas kozt! A tarsasig egy A tagja m emberrel pingpongozik, igy (Z)
olyan harmasban van benne, amelyiknek mind a két masik tagjaval pingpongozik. Ugyanennyi olyan harmasban van
benne, amelyikben mindkét partnerrel sakkozik, illetéleg amelyikben mindkettével teniszezik, tehat 3 - <Z> olyan

harmas van, amelyikben 6 csak egyféle jatékot jatszik. Ez igaz a tarsasidg barmelyik tagjara, tehat az olyan harmasok
szama, amelyeknek tagjai legfeljebb kétféle jatékot jatszanak egymés kozt, nem tébb, mint

3(2) (3n+1),

az olyan harmasokat ugyanis, ha vannak, amelyeken beliil csak egyféle jatékot jatszanak, tobbszor vettiik szamba. Az
olyan harmasok szama tehat, amelyeken beliil mind a harom jatékot jatsszak, legalabb

(") =55 ey = CrE O 202D ) 32

A feladat allitasa tehat igaz.

Megjegyzés. A bizonyités alsé korlatot is adott a feladat kovetelményeit kielégité harmasok szamara, nem adott
viszont eljarast ilyen harmasok kivalasztasara, csak létezésiiket bizonyitja.

II. megoldas. A feladat allitdsdnak helyességét indirekt uton bizonyitjuk. Legyen A a tarsasig egy tagja, P
azoknak a csoportja, akik A-val pingpongoznak, S azoké, akik sakkoznak vele és T az A-val teniszezoké. Tegyiik fel,
hogy nincs a feladat allitasdnak megfelel6 harmas. Ekkor egy P-beli és egy S-beli nem teniszezhet, egy S-beli és
egy T-beli nem pingpongozhat, egy T-és egy P-beli pedig nem sakkozhat, mert kiilonben A-val megfelel¢ harmast
alkotnanak.

Megszamoljuk kétféleképpen azoknak a harmasoknak a szamat, amelyekben mindegyik csoportnak egy tagja szere-
pel. Mindegyik csoportbol n-féleképpen valaszthatunk egy embert, tehat a lehetséges harmasok szama n®. Mivel egyik
harmas tagjai sem jatsszak mind a harom jatékot egymas kozt, igy valaki mindkét partnerével ugyanazt a jatékot
jatssza. Egy ilyen harmas P-beli tagja mindkét partnerével csak pingpongot jatszhat fenti megallapitdsaink szerint.
Ha S-bél j emberrel pingpongozik, T-bél pedig k-val, akkor jk olyan harmasnak tagja, amelyiken beliil két pingpon-
gozb par van. Egyrészt tudjuk, hogy Gsszesen n pingpongpartnere van, ig 7+ k < n, masrészt a mértani és szamtani

kozép kozti egyenlStlenség szerint
. jt+k 2 n\ 2
o< (1E5) < (2"
2 2

Mivel a P csoportnak n tagja van, tehat legfeljebb n®/4 olyan harmas van, amelyikben két pingpongozo par szerepel.
Ugyanez igaz az olyan harmasok szamara is, amelyekben két sakkozo, ill. amelyekben két teniszez6 par szerepel. Ez
azonban Osszesen is csak 3n® /4 harmast ad, kevesebbet, mint az Osszes tekintetbe vett harmasok szdma. Indirekt
feltevésiink tehat helytelennek bizonyult, kell olyan harmasnak lennie, amelyiknek tagjai mindegyik jatékot jatsszik
egymés kozt.

II1. megoldas. Tekintsiik ismét a tarsasdgnak az el6z6 megoldasban szerepls felbontasat csoportokra. Becsiiljiik
meg feliilr6l azoknak a harmasoknak a szamat, amelyekben szerepel A, és amelyek nem felelnek meg a feladat allita-
saban szerepls feltételnek. Csak olyan harmasok jonnek tekintetbe, amelyekben A-n kiviil két kiilénb6zé csoportbeli
ember szerepel. Az ilyen harmasok szama 3n?. Azt is lattuk az el6z6 megoldasban, hogy egy ilyen harmas akkor nem
megfelel6, ha benne egy pingpongozé pér egyike P-bél valod, vagy egy sakkparti egyik résztvevéje S-bél, vagy egy teni-
szez6 par egyike T-bol valo. Egy P-beli P személy S-bél és T-bdl egyiitt legfeljebb n — 1 emberrel pingpongozik, mert

valojaban j + k < n — 1 is fennall, mert az illeté egyik pingpongpartnere A.



egyik pingpongpartnere A. A tekintetbe vett harmasok koziil azok szama, amelyekben a P-beli n ember valamelyike
pingpongozik a harmadik tarssal, legfeljebb n(n — 1). Ugyanez mondhaté az olyan harmasok szdmarol, amelyekben
egy S-beli egyén sakkozik a harmadikkal és azokérol, amelyekben olyan 7T-beli szerepel, aki teniszezik a harmadikkal.
A 3n? szamba vett harmas koziil tehat legfeljebb 3n2 — 3n az, amelyikre nem teljesiil a feladat allitasa; legalabb 3n
harmasra tehat teljestil.

Megjegyzések. 1. Ha a meggondolést a tarsasidg mind a 3n + 1 tagjara megismételjiik, akkor minden szamba jové
harmast haromszor vesziink tekintetbe. Ennek alapjan a tarsasagbol kivéalaszthato Osszes olyan harmasok szama,
amelyekben mind a harom jatékot jatsszak egyméas kozt, legalabb n(3n + 1). Ugyanazt a becslést nyertiik, mint az
els6 megoldasban. Szoros rokonsagban is van a két megoldas, amennyiben az utébbiban is olyan harmasok szaméanak
becslése utjan jutottunk célhoz, amelyekben csak kétféle jatékot jatszanak.

A fenti megoldésban azokat a harmasokat vettiik szamba, amelyekben szerepel A, de a két tarsaval ugyanazt a
jatékot jatszo személy P-ben, S-ben, vagy T-ben van.

2. A nyert korlat n = 1, 2, 3, 4 esetén pontos. Ezt az els6 harom esetben leolvashatjuk a 3. dbrdrol, amelyen a
pontok a tarsasag tagjait képviselik, a folytonos vonallal 6sszekotottek a pingpongozo parokat jelolik, a szaggatott
vonalak a sakkpartikat, a pontozott Osszekotések pedig a teniszezdket.

1988-02-058-1.eps

3.a dbra

1988-02-058-2.eps
3.b dbra

1988-02-058-3.¢eps

3.c dbra

Az n = 4 esetben a 13 embert korbe allitva mindenki a két szomszédjaval és a harmadik szomszédjaival pingpon-
gozik, a masodik és az 6tddik szomszédjaival sakkozik, a negyedik és a hatodik szomszédjaival pedig teniszezik. Az ezt
feltiinteté abrat bonyolultsaga miatt jobb, ha az olvasdé maganak nagyban és esetleg szines vonalakkal rajzolja meg.

Nagyobb n-ekre mar mindig nagyobb a megfelel6 harmasok szama az itt nyert érteknal P

IV. megoldas. Eljarast adunk egy kivant tulajdonsidgi harmas megkeresésére. Ismét a tarsasig el6z6 megolda-
sokban szerepls csoportositasabol indulunk ki. A P csoport egy P; tagja sakkozik méasik csoportbeli emberrel, mert
P-ben rajta kiviil n — 1 ember van, tehat ennél tobb sakkpartnere sem lehet. Ha van sakkpartnere 7-ben, akkor azzal
és A-val a feladat kovetelményének megfelel6 harmast alkotnak. Ha nincs, akkor egy S-beli S; sakkpartnerét véve,
annak van teniszpartnere S-en kiviil. Ha teniszezik P-beli tarssal, akkor ismét megfelel6 harmast alkotnak A-val. Ha
nem, akkor egy T-beli T; teniszpartnerrdl ismét feltehetjiik, hogy 7-n kiviili pingpongpartnerei P-ben vannak. Egyet
kivalasztva az eljarast folytathatjuk, mig el nem jutunk vagy egy olyan parhoz, akik A-val egyiitt megfelel6 harmast
alkotnak, vagy olyan valakihez, aki mar kordbban is szerepelt. Utobbi esetben egy kort kapunk, amelyikben egy-egy
P-, S-, T-beli személy koveti egymast periodikusan, és mindenki olyan jatékot jatszik a rakoévetkezdvel, amilyent az
utobbi A-val jatszik. Ha ez a kor harom emberbdl all, akkor 6k megfelelé harmast alkotnak.

Megmutatjuk, hogy ha a kor ennél hosszabb, akkor kihagyhat6é bel6le harom egymés utani ember gy, hogy a
kor leirt szerkezete megmaradjon, vagy taldlunk egy megfelelé harmast. Legyen S, T, P’, S', T' a kir 6t egymas
utani tagja. Ha P’ és T' sakkozik, akkor A-val, ha pedig pingpongozik, akkor S’-vel alkotnak megfelel6 harmast. Az
az eset vizsgalando tovabb, ha teniszeznek. Ha P’ és S teniszezik, akkor A-val, ha sakkoznak, akkor T-vel alkotnak
megfelel6 harmast; marad az az eset, ha pingpongoznak. Nézziik ekkor S-et és T’-t. Ha pingpongoznak, akkor A-val,
ha sakkoznak, akkor a vizsgalt esetben P’-vel alkotnak megfelels harmast. Ha viszont S és T” teniszezik, akkor T', P’
és S’ kihagyasa utan is megmarad a kor fontebb leirt szerkezete. Igy az eljaras véges szamu ismétlésével eljutunk a
feladat allitasdnak megfelel6 harmashoz.

Megjegyzések. 1. A tarsasiag tagjait pontokkal, a koztiik zajlo kiillonbozé jatékokat kiilonbozs fajta vonalakkal
abrazolva, ahogyan azt a 3. dbrdn is tettlik, graf keletkezik. A vonalakat — a graf éleit — megkiilonboztethetjiik
kiilonboz6 szinek hasznélataval. Az olyan grafot, amelyikben minden pontot mindegyik méasikkal Gsszekot egy él,
teljes grafnak nevezik. Grafok nyelvén fogalmazva és csekély altalanositassal a kovetkez6 tételt nyerjiik: Ha m = 3 és
egy m szogpontu teljes graf éleit 3 szinnel szinezziik Ggy, hogy az egy-egy szogpontbdél induld kiilonbozd szind élek
szama legfeljebb eggyel kiilonbozzék, akkor van a grafban olyan 3 pont, amelyeket kiilonb6z6 szind élek kdtnek Sssze.
A fenti megoldasok az altalanosabb esetben is célra vezetnek.

2Erre a kérdésre lapunkban visszatériink (szerk.).



2. Lattuk, hogy az adott feltételek mellett nem csak létezik kivant tulajdonsaga harmas, de elég szép szamban
van. Kérdés, hogy nem lazithatnank-e a szineloszlas egyenletességének kovetelményén tgy, hogy a kovetkezmény még
érvényes legyen. Nem elegendd-e példaul azt megkivanni, hogy barmelyik pontbél induld egyszinii élek szama legalabb
az Osszes élek 0, 3 része legyen?

Annyi biztos, hogy ez az aranyszam nem vihet§ 1/4 ala. Ez igy lathato be: vegyiink 4, egyenként n pontbol allo
ponthalmazt. Az egy halmazon beliili élek legyenek pirosak, azok, amelyek els6 és masodik halmazbeli pontokat vagy
harmadik és negyedik halmazbelieket kdtnek Ossze, kékek, a tobbi él legyen z6ld. Ekkor minden pontbol n — 1 piros él
indul ki, n kék és 2n z06ld, és kdnnyen lathatéd, hogy nincs haromszini haromszég. Felmeriil a kérdés, hol van a kritikus
hatar 1/3 és 1/4 kozt. Lapzéartakor értesiiltiink, bizonyitast nyert, hogy az 1/4 érték az.



