1. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen egész egyiitthatés P(x) polinomhoz sem talalhatok olyan kiilonbozs 1, o, . . .,
Zn (n 2 3) egész szamok, amelyekre P(z1) = x2, P(x2) = 3, ..., P(®n_1) = Tpn, P(xn) = 1.

2. Az a, szamsorozat (n = 1, 2, ...) kiilonb6z6 pozitiv egész szamokbol all és teljesiil ra, hogy a, < 100n.
Bizonyitsuk be, hogy a szamsorozatban van olyan elem, melynek tizes szamrendszerbeli felirasidban

a) el6fordul az egyes szamjegy;

b) elsfordul 1986 darab egyes egymas utan.

3. Harom sokszog gy helyezkedik el a térben, hogy sikjaiknak egyetlen kéz6s O pontja van.

a) Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan sik, amelyre a harom sokszoget vetitve a vetiiletek teriilete egyenld.

b) Hany ilyen sik megy 4t az O ponton?

4. Egy buszra a végalloméson 32 utas szall fel, akik 32 kiilonb6z6, egymastol 1-1 kilométerre levs megalloig akarnak
utazni. A vezetd indulés el6tt szavazast tart arrdl, hogy melyik megallokban alljanak meg. Egy altala kivalasztott
sorrendben felsorolja a 32 megallot, és az utasok minden egyes megélléra kiilon-kiilon szavaznak. Egy utas a megalld
kihagyaséara szavaz, ha tavolabb akar utazni, tartézkodik, ha kozelebb, és csak akkor szavaz az adott megall6 mellett,
ha éppen ott kivan leszallni. Ha tobben szavaznak a soron kovetkezd megalld ellen, mint mellette, akkor abban a
megalloban nem all meg a busz, és azok, akik ebben a megalléban akartak volna leszallni, a tovabbiakban az ehhez
legkozelebbi, még nem torolt megélloig utaznak. (Ha két legkozelebbi van, akkor a végéllomashoz kozelebbit valasztjak.)
Termeészetesen minden egyes megall6 esetén mindenki annak megfelelGen szavaz, hogy pillanatnyilag hol akar leszallni.
Hatarozzuk meg, hogy

a) legalabb

b) legfeljebb
hény helyen all meg a busz.

5. Bizonyitsuk be, hogy az A = 111...11 — 1986 darab egyesbdl allo6 — szamnak legaldbb

a) 8§,

b) 128
pozitiv osztdja van.

6. Egy bajnoksagon 16 teniszez6 indult, mindenki mindenkivel egyszer jatszott. Tegyiik fel, hogy barmely 10
versenyzGt kivalasztva, ezek korbe allithatok ugy, hogy mindenki legy6Szte a jobb oldali szomszédjat.

a) Lehetséges-e a jatszmaknak ilyen kimenetele?

b) Mutassuk meg, hogy ha a fenti feltétel teljesiil barmely 10 versenyzére, akkor teljesiil barmely 11-re is.

7. A sikban egy O kezdGpontbol felmériink n darab egységvektort. Bizonyitsuk be, hogy ha valamely & < g esetén

teljesiil, hogy az O-n athalad6 barmely egyenes mindkét oldalan legalabb k darab vektor van, akkor az Gsszes vektor
Osszegének hossza legfeljebb n — 2k. (Az egyenesen fekvs vektor mindkét félsikhoz szamithato.)

8. Keressiik meg az 6sszes olyan a > 0 természetes szamot, amelyre a — 1 felirhat6 az a szam

a) ket,

b) harom
osztojanak Osszegeként. (Az osztok kozé szamit az 1 is, és egy osztd tObbszor is szerepelhet az elGallitasban.)

¢) Bizonyitsuk be, hogy barmely n-re csak véges sok olyan a szam létezik, hogy a—1 el6all a oszt6i koziil n darabnak
az Osszegekeént.

9. a) Keressiink 11 egymas utani termeészetes szamot, melyek négyzeteinek Gsszege négyzetszam.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha 2 < n < 11, akkor nem létezik n egymés utani természetes szam, melyek négyzetosszege
négyzetszam.

10. Az f(z) folytonos fiiggvény minden valos szamra értelmezve van, és teljesiil ré az

F(f@) = f(=) +=

feltétel.

a) Keressiink két ilyen fliggvényt.

b) Igazoljuk, hogy pontosan két ilyen tulajdonsagu fliggvény van.

11. Tekintsiik mindazokat az AX BY tetraédereket, melyek egy adott gomb koré vannak irva. Bizonyitsuk be, hogy
rogzitett A és B pontok mellett az AX BY térbeli négyszog szogeinek Osszege (azaz AX B<+XBY <+ BY A<+Y AX <)
nem fiigg X és Y valasztasatol.

12. a) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges a1, as, ..., a, pozitiv szdmokra fennall az alabbi egyenlStlenség, ha ¢ = 4:
1 2 n 1 1 1
— + +...+ §c-(—+—+...+—).
a1 a1 + ao a1 +as+...4+an a1 as Ay

b) Bizonyitsuk be, hogy a jobb oldalon ¢ értékét 2-re lehet csokkenteni, de ¢ < 2-re nem marad igaz az egyenlGt-
lenség.

13. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges a1 = as = ... 2 a, pozitiv szdmok esetén teljesiilnek az alabbi egyenlGtlensé-
gek:



(1) a% — a% + ag = (ag —az+ a3)2;
(2) aj ag + ag ai = (ag —az+as — a4)2;
(3) A —ai4...—(-1)"a2 2 (a1 —az+...— (=1)"-a,)”.

14. Bizonyitsuk be, hogy egy sikon el lehet helyezni atfedés nélkiil néhany korlemezt gy, hogy mindegyik pontosan

5 masikat érintsen.
Mutassuk meg, hogy 5 helyett 6 érinté korre ez mar nem igaz.



