Az alabbiakban a haromszogek talpponti haromszogének egy tulajdonsagat fogjuk igazolni. Ez vezet majd el egy
bizonyos sorozat konvergenciajanak felismeréséhez, végiil pedig a hatarérték kiszamitédsadhoz.

Legyen ABC hegyesszogi haromszog, oldalainak hosszisaga a, b és c. Jeloljik a haromszog koré irt kor sugarat
R-rel, a haromszog teriiletét T-vel. Ismeretes, hogy

abc
1 T = ——.
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1. dbra

A haromsz6g magassagvonalait jeloljik AM a4, BMp, CMc-vel, a magassagpontot M-mel (1. abra); legyenek a
haromszog A, B, C cstcsanal 16v6 szogek rendre a, 5 . Ekkor a magassidgvonalak altal levagott derékszogd harom-
sz0gekbdl

AMB < =180° — MsMB< =180° — (90° — MaBM <) =
=90°+ CBMp =90° + (90° — v) = 180° — ACB «,

tehat M-nek az AB oldalra vonatkoz6 Ms tiikorképe a haromszog koré irt koron van, és ugyanigy e koron helyezkedik
el M-nek a BC, ill. AC oldalakra vonatkoz6 My, ill. My tiikorképe is. A tiikkrozések miatt

MM, =2 - MMs, MMy=2- MMpg, MMs=2- MMc,

igy az My MpMc¢ talpponti haromszoget M-bsl kétszeresére nagyitva a korbe irt My Mo Ms hdromszoghtz jutunk. A
talpponti haromszog koré irhaté kor R’ sugara tehét

1
2 "= _R.
(2) R 2R

A talpponti haromszog oldalainak hosszusagat a koszinusztétel segitségével hatarozhatjuk meg; példaul

MAMg:MAB2+McB2—2MAB - McB - cos 8=

= ¢? cos? B+ a® cos® B — 2ac cos® B = (c* + a® — 2ac cos B) cos® B = b? cos® f3,
azaz

(3) MaMce = b cos B,

hasonléan

MaMp = c cos v,
MpMc = a cos a.

1), (2) és (3) alapjan az MaMpMc héromszog T teriiletére:
( ] 8

abc cos a cos B cos y

@ T = 57

= 2T cos « cos 3 cos 7.

Ismeretes azonban (lasd pl. Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometriabol, 17-18. oldal), hogy egy haromszog
a, B, 7y szogeire

1
(5) cosoz'cosﬁ'cos*y§§,



ezért (4) és (5) miatt

(6) T’ T.

IIA
| =

(6)-ban pontosan akkor all egyenléség, ha (5)-ben is egyenlGség van, ez pedig az idézett eredmény szerint csak szabalyos
haromszognél kovetkezik be.

Mivel az MaMpMc haromszoget M-bol kétszeresére nagyitva a négyszeres teriiletd M MsMs haromszoghtz
jutunk, ezért az utobbi teriiletét T"'-vel jeldlve, a (6) Osszefiiggés igy is irhato:

(7) "< T

Vizsgéljuk meg, milyen eljarassal lehet az My Ms M3 haromszogbdl az eredeti ABC haromszoget visszakapni! Mivel
példaul AMcC és AM 4 C kozos atfogoju derékszogi haromszogek, ezért AMo M 4 C hirnégyszog, tehat AMcMy << =
= 180° — ~. Hasonl6an BMcMpgC is hirnégyszog, azaz BMcMp < = 180° — v, igy AMcMa << = BMcMp <. Ebb6l
tiistént kovetkezik, hogy a C'M¢ magassagvonal felezi az My Mo Mp szoget, és igy az My Mo Mg szoget is. A kertileti
szogek tétele szerint ekkor a C' pont felezi az M3 pontot nem tartalmazo M; My korivet; hasonloan A az MyMs, B
pedig a megfelel6 My Ms koriv felezGpontja. Ez a kdvetkezd kérdést veti fel:

Legyen ABC' egy tetszdleges hdromszag, €s legyenek rendre A1, B1, C1 az ABC hdromszég koré irt kor (a harmadik
csucsot nem tartalmazd) BC, AC, AB dveinek a felezépontjai. Igaz-e, hogy az A1 B1Cy hdromszog terilete legaldbb
akkora, mint az ABC hdromszdignek a terilete?
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2. dabra

Megmutatjuk, hogy a kérdésre a valasz igenls, ugyanis A; B1C1 hegyesszogi haromszog, amelynek a magassag-
pontjabol kétszeresére nagyitott talpponti haromszoge éppen ABC. Jeloljiik az ABC héaromszog szogeit a, 3, v-val
(2. abra). Mivel az Ay B1C1 szoghoz tartozo koriv fele az AC korivnek, ezért a keriileti szogek tétele értelmében

1 1
A1B1Ci <« = §ABlC<I = i(ABqu +BBlc<I) =

1 1
= 5(ACB<1 +BAC«) = 5(04 + ),

hasonléan

1 1
C1A1B < 25(5—1—7), A1C1B1 < Zi(a-i-ﬁ)-
Az o+ 8, a+, B+ szogek valamennyien kisebbek 180°-nal, igy A; B1C; valoban hegyesszogli haromszog. Nyilvan

AC1C« = %BCqu = %BACQ = %Oz,
tehat

1 1
A Ci1C<a +C1A1B1 < = 50& + 5(6"”7) = 900,

azaz A1 B; mersleges CCi-re, ugyanigy A1Cy és BBy, illetve B1Cy és AA; is merdlegesek. Ez a korabbiak szerint
azt jelenti, hogy A;B;Cp talpponti haromszogét a magassagpontbol kétszeresére nagyitva ABC-hez jutunk, ezért
(7) miatt az ABC haromszog teriilete legfeljebb akkora, mint az Ay B1Cy haromszogé. A B1Cy, A1C1, A1 By korivek
felezGpontjai altal meghatarozott Ao BoCy haromszog teriilete ugyanigy nagyobb (vagy egyenls) az Ay B1Ch haromszog
teriileténél, és legfeljebb akkora, mint a bel6le hasonléan képezett AsBsCs haromszognek a teriilete.

Az eljarast tovabb folytathatjuk, és az igy egymas utan keletkezd Ay BoCy, A3B3Cs, Ay B4Cy, ... haromszogek te-
riiletei egy novekvs szamsorozatot alkotnak. Valamennyi haromszog teriilete kisebb az Sket tartalmazoé kor teriileténél;
a teriiletek sorozata tehat konvergens. Probaljuk meg kiszdmitani ezt a hatarértéket! A kiindulasi haromszog oldalait
a, b, c-vel, szogeit «a, [, y-val, a koréirt kor sugarat R-rel jeloljik. Mivel

a=2Rsina, b=2Rsin 8, c¢=2Rsin",

ezért az ABC haromszog teriilete (1) alapjan



abe
4R
illetve ugyanigy — az A, B, C,, haromszog ay,, B, Vn szogeivel az A, B, C,, haromszog teriilete

To = = 2R? sin « sin 3 sin v,

T, = 2R? sin a,, sin B, sin y,.

Az egymasra kovetkezs haromszogek képzési szabélya szerint a szogek sorozatéra:

Bn + Yn

2 )
Ennek az Osszefiiggésnek és néhany kisérleti probalkozasnak alapjan az az érzésiink tamadhat, hogy n névekedtével a
szOgek egyre inkabb , kiegyenlit6dnek”, azaz «,, B, €s v, hatarértéke egyarant 60°. Latni fogjuk, hogy ez valoban igy
is van. Valamivel altalanosabban a kovetkezd allitast bizonyitjuk ehhez be:

On + Tn an"’ﬂn

Op41 = ﬂnJrl - 2 5 Tn+1 = 2

(8) Ha w0, yo, 7o tetszdleges valds szamok, és az (Tn), (Yn), (2n) sorozatokat az

Ykt 2k X+ 2k Tkt Yk
Tk+1 = 5 y  Yk+1 = 5 y  Rk+1 = 2

szabdly szerint képezzik, akkor mindhdrom sorozat konvergens, és

= A.

. . . o + Yo + 20
lim z, = lim y, = lim 2z, = ———
n— o0 n— 00 n— 00 3

Vegyiik észre, hogy x,, + yn + 20 = xo + Yo + 20 = 3A. Ezt az n-re vonatkozd teljes indukcioval lathatjuk be;
n = O-ra allitasunk nyilvanvaléan igaz. Tegyiik fel, hogy = + yx + 2z = 3A, ekkor

Y+ 2k | Tpt+ 2 Tpt Yk
2 + 2 + 2
tehat az allitds minden k-ra fennall. Ennek felhasznalasaval kapjuk, hogy

Tht1 + Ykt1 + k1 = =Tk + Yk + 2k = 34,

Yn +2n  3A -1,

Tn+1 = 2 = 9 )
igy
T, — A
A— Tn+1 2 )
kovetkezésképpen (minden n-re)
T, — A
|
Ebbél az n-re vonatkozo indukciéval egyszertien adodik, hogy
—A
20 — A| = M_
2n

Nyilvan |zo — A| nem fligg n-t6l, 1/2" pedig n noévekedtével 0-hoz tart, igy |z, — A| hatarértéke is 0, azaz (x,)
hatarértéke A; ugyanigy bizonyithato be, hogy az (y,), (zn) sorozatok is A-hoz tartanak.
A bizonyitott (8) allitas felhasznalasaval az A, B, C,, haromszogek teriiletének hatérértéke mar igen kénnyen ki-

szamithato. (8) miatt ugyanis hm ap = lim B, = lim «, = 60°, ezért a szinuszfliggvény folytonossaga miatt — a
n—oo n—oo

haromszogek teriiletének hatarerteke

lim 2R? sin a, sin 3, sin 7, = 2R*(sin 60°)* = 3T\/§R2
n—oo

A (8) éllitas bizonyitasanak mintajara konnyen igazolhatjuk (8) kovetkezd altalanositasat:

(9) Legyenek agl ) agz), e agk) tetszoleges valds szamok, és képezzik az (aV), (a®), ..., (a®) sorozatokat az

k

1 1 i

0= a3 )
i—1

szabdly szerint (1 =1, 2, ..., k). Ekkor az (V) sorozatok konvergensek, és kizis hatdrértékiik:
lim a, W) = 1 Z ay
n—00 k

=1



A (9) allitasbol az agl) = ay, a§2) = ag?’) =...= agk) = ag specidlis eset révén a kovetkez6t bizonyithatjuk be:

(10) Ha a1 és as valds szamok és k 2-nél nagyobb pozitiv egész, akkor az

o Gp—2 + (k - 2)an—1

ap = ] (n=3,4,5,...)
rekurzidval képezett (a,,) sorozat konvergens, és a hatdrértéke:
k—1
lim a, = M_
n—oo k
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