A KoMalL 2697. sz. feladatara nem érkezett be egyetlen helyes megoldds sem. Ennek {6 oka az volt, hogy a
bekiildsk azt a feltételt, hogy egy grafot onmagaba képeziink, ugy értelmezték, hogy a leképezés onmagara torténik,
azaz minden csucs fellép valamelyik cstucs képeként (noha ezek kiilonbozdségére mar az elsGs gimnaziumi tankonyv is
felhivja a figyelmet). Ilyen félreértések elkeriilése végett néhany alapvets fogalmat szeretnénk tisztazni.

Emellett néhany ekvivalens fogalmat és elemi tételecskét is megmutatunk, hogy az olvaso egy-egy fogalom mas-mas
oldaléaval is talalkozhasson.

I. Relacidék

Relacion halmazok elemei kozotti kapesolatot értiink. Egészen altalanosan adva van két halmaz A és B; és bizo-
nyos A-beli elemek allnak kapcsolatban valamilyen B-beli elemekkel. Ezt a kapcsolatot rendszerint valamilyen médon
leirjuk. Arra nincs lehetGségiink, hogy minden lehetséges kapcsolatot valamilyen utasitéssal adjunk meg. Azt viszont
megtehetjiik, hogy felsoroljuk azokat a parokat, amelyekre a kapcsolat fennall. Akkor is megtehetjiik ezt, ha a tényleges
felsorolas nem keresztiilvihets.

Az bsszes szoba jovo parok halmazat A x B jeloli; ez a halmaz mindazon (a, b) parokbol all, amelyekre a € A és
b € B teljesiil. Egy relaciot tehat ugy tekinthetiink, mint az A x B halmaz valamely R részhalmazat.

Az A-beli a és a B-beli b elemek pontosan akkor vannak R reldcidban, ha (a, b) € R.

(Ezt a kapcsolatot sokszor aRB-vel is jeloljik. Példaul az A = B esetben az ,egyenlGség” relaciot tugy definialjuk,
hogy két elem pontosan akkor all egymaéssal e relacidban, ha megegyezik. Ha a reldciot, mint az A x A részhalmazat
az = jel jeloli, akkor a és b egyenlGséget (a, b) €= helyett a = b jeldli.)

A reléaciokbol kiindulva két tton megyiink tovabb. Elgszor olyan relaciokat néziink, ahol a két halmaz megegyezik;
majd az altalanos fogalmat gy szikitjiik le, hogy a fiiggvény fogalmahoz jussunk.

II. Iranyitott grafok

Nézziik most azt az esetet, amikor a B halmaz megegyezik az A-val. Ekkor az A x A valamely R részhalmazarol
van sz0, és azt mondjuk, hogy R egy relacio az A-n (vagy az A egy relacioja).

Ha R egy relicié az A-n, akkor (A, R)-t egy irdnyitott (egyszeri) grifnak nevezzik.

Ez mar ,grafelméleti nézépont”; ezért elmondjuk az itt hasznalatos elnevezéseket. Az A elemei a graf csucsai, vagy
csuicspontjai, vagy szogpontjai. Az R elemei (irdnyitott) élek. Ezt tgy képzelhetjiik el, hogy ha (a, b) R-beli, akkor egy
Hyilat” huzunk az a csicstol a b cstucsig. A graf elnevezésében erre utal az jranyitott” szd; mig az ,egyszerd” azt fejezi
ki, hogy az a-bol a b-be egyetlen nyilat rajzolunk. Ha (a, b) R-beli, akkor azt mondjuk, hogy az a cstcsban hurok van.

II1. Iranyitatlan grafok

Az A halmazon adott R relaciot szimmetrikusnak nevezziik, ha valahanyszor (a, b) eleme R-nek, mindannyiszor
(b, a) is R-hez tartozik.

Ha R egy szimmetrikus reldcié az A-n, akkor (A, R) neve (irdnyitatlan) grdf.

A szimmetria miatt, ha (a, b) R-beli, akkor ugy képzelhetjiik, hogy a koztiik lev6 nyilnak ,két feje van”, mind az
a, mind a b iranyaban. Eppen ezért ezeket a fejeket el is hagyhatjuk, hiszen nem kell az irdnyokat megkiilonboztetni.
(Megemlitjiik, hogy a hurok minden esetben irdnyitatlan élnek tekinthetd.)

IV. Rendezés

E cimszo6 alatt a ,kisebb vagy egyenld” fogalmét szeretnénk megfogalmazni. Ehhez a relaciok harom tulajdonsagéra
van sziikségilink.

Az A halmazon értelmezett R relaciot reflexiv-nek nevezziik, ha barmely A-beli a esetén (a, a) R-beli.

Az R relacio tranzitiv, ha valahanyszor (a, b) és (b, ¢) R-beliek, mindannyiszor (a, ¢) is R-ben van.

Az R relacio antiszimmetrikus, ha (a, b) és (b, a) csak akkor lehet R-beli, ha a = b.

(Jegyezziik meg, hogy nem tettiik itt fel azt, hogy (a, a) feltétleniil R-beli.)

Egy R reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldcid neve: részben-rendezés.

Részben-rendezést alkotnak példaul a természetes szamok az oszthatosdgra mint relaciora nézve: Minden szam
oszthato onmagaval (reflexiv), ha a osztoja b-nek és b osztdja c-nek, akkor a is osztoja c-nek (tranzitiv), végil pedig
ha a és b mindegyike osztdja a masiknak, akkor biztosan egyenlGek (antiszimmetria).

Ez a relacié nem olyan, mint a szamok ,sorbarakasa”’, mert itt Osszehasonlithatatlan elemek is vannak; pl. 2 és
3 egyike sem osztoja a masiknak. Ha az Osszehasonlithatosagot is megkoveteljiik, akkor kapjuk a rendezést (vagy
elrendezést).

Az A halmazon értelmezett R részbenrendezést rendezésnek nevezzik, ha barmely A-beli a és b elemek esetén (a,b)
és (b, a) valamelyike R-ben van.

Természetesen ilyen rendezés az egész, raciondlis stb. szamoknak a nagysag szerinti dsszerakasa.

(Megjegyezziik, hogy sok esetben a rendezést ugy definialjak, hogy azzal ne a ,kisebb-egyenls”, hanem a ,kisebb”
fogalmat irjak le. Ez a relacio ,irreflexiv”, és az antiszimmetriat is masképpen kell megfogalmazni.)

V. Ekvivalencia relacié



Ez a relaci6 az ,ugyanugy viselkedést” fogalmazza meg.

Az A halmazon értelmezett reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv R reldciét ekvivalencia-reldcionak nevezzik.

Ilyen relacié példaul a sik haromszogein az egybevagosag. Ilyen relacio a sik egyenesei k6zott a parhuzamossag (az
egymassal parhuzamos egyeneseknek ,kozos tulajdonsiga” az irdnyuk). Ilyen R relaciot kaphatunk példaul az egész
szamokon, ha azt mondjuk, hogy (a,b) legyen R-beli, ha a — b oszthato 5-tel (5 helyett barmely méas egész szam
megfelelne).

Az ekvivalencia-relacidknak a fiiggvényekkel valo kapcsolatara még visszatériink.

VI. Fiiggvények

A figgvény fogalmanak pontos definidlasa igen koriilményes volna; de ez nem is feltétleniil sziikséges. Azt kell
viszont megérteni, hogy mi egy fiiggvény. Akkor beszéliink az A halmazt a B halmazba leképezd fliggvényrsl, ha az A
halmaz minden egyes eleméhez hozzdrendeliink egy B-beli elemet. Persze a fenti magyarazat olyan szavakat tartalmaz,
amelyeket értiink ugyan, de éppen 0gy nincsenek definidlva, mint a fiiggvény. Mindenesetre, a fenti eszmefuttatas arra
jo, hogy indokolja: a fiigguény sz6 helyett ugyanebben az értelemben hasznédlhatjuk (és hasznéljuk) a leképezés és a
hozzdrendelés szavakat.

Most néhany (jol ismert) elnevezést és jelolést kozlink:

Azt a tényt, hogy az f fiiggvény az A halmazt képezi le a B halmazba, ugy jeloljiik, hogy

f: A—>B

Az A halmaz az f értelmezési tartomdnya. B-t szoktdk az f értékkészletének nevezni, ez azonban azt a félreértést
sugallja, hogy B pontosan az f értékeibdl all. Ennek elkeriilése végett mi B-t az f képtartomdnydnak fogjuk hivni.
Ha a € A, akkor azt a B-beli elemet, amelyre f az a elemet képezi, f(a) jeloli. Ha b = f(a), akkor ezt a tényt ugy
is jeloljiik, hogy
fra—b.

(Vegyiik észre, hogy itt a nyilnak egy ,talpa” is van. Ez azt mutatja, hogy a fiiggvény a nyil bal oldalan all6 elemet
a jobb oldali elemre képezi le.)

Az alabbiakban a fiiggvény fogalméat kissé elbonyolitjuk avégett, hogy lehetGségiink nyiljon a ,precizkedés’re.

Az f. A — B flggvény azzal van megadva, ha megmondjuk minden egyes A-beli elemnek a képét. Mas szoval fel
kell sorolni az Osszes (a, f(a)) parokat. Ilyen parok halmaza viszont nem més, mint egy relacié az A és B halmazok
kozott. Ha ezt a relaciot R(f)-fel jeloljiik, akkor azt kapjuk, hogy az A x B halmaz R(f) részhalmazanak elemei éppen
az (a, f(a)) alaku parok.

Hogyan ismerhetd fel, hogy ez a relacio egy fiiggvényt ad? Ugy, hogy a parok els6 eleme egyértelmtien meghatarozza
a méasodik elemét. Ez médot ad arra, hogy a fiiggvényt a relaciok segitségével definidlhassuk:

Az A x B egy R részhalmazdt akkor nevezzik az A-t B-be képezd fiigguénynek, ha (a, u), (a, v) € R-bél u = v
kovetkezik. (Ez csak egy definialasi lehetdség, mi valojaban tudjuk, mi a fliggvény).

Most a fiiggvények néhany specialis fajtajaval ismerkediink meg;:

L Szirjektiv figgvény. Az f : A — B fiiggvény értékei, tehat az f(a) elemek a B-ben vannak. Az azonban nem
feltétlentl igaz, hogy minden B-beli elem ilyen alaka volna. (Legyen példaul A = B a pozitiv egészek halmaza, és
f(@i) =i+ 1. Ez esetben az 1 szdm B-ben van, de nem irhat6 f(i) alakban.) A B f(a) alakd elemeinek a halmazat az
[ értékkészletének nevezziik.

Az f fiigguényt szirjektivnek nevezziik, ha értékkészlete megegyezik képtartomdnydval.

Ez az az eset, amikor a fiiggvény a képtartoményba képez le.

2. Injektiv fiigguény. Ez a fogalom a sziirjektivitas ,duélisa”. Egy fliggvényt akkor neveziink injektivnek, ha kiilon-
b6z6 elemek képe is kiillonbozs. Az elébbi f : i — i + 1 fliggvény példaul injektiv. Nem injektiv azonban az a pozitiv
egészeken értelmezett g fliggvény, amelyre g(i) =4 — 1, hai > 1, és g(1) = 1. (Viszont g nyilvan sziirjektiv.)

A g fiigguényt injektivnek nevezzik, ha g(a) = g(b) esetén a = b is fenndll.

Természetesen vannak olyan fiiggvények, amelyek nem sziirjektivek és nem is injektivek. Képezziik példaul a pozitiv
egészek halmazat 6nmagaba tgy, hogy minden egész szam képe legyen a 3. Nem ennyire trividlis az a h fiiggvény,
amelyre h(2i) =2i — 1 és h(2i +1) = 27 + 1.

Az el6z6ekben olyan fliggvényeket lattunk, amelyek a pozitiv egészek halmazit onmagaba képezték le; egyikiik
injektiv volt, de nem sziirjektiv; masikuk sziirjektiv volt, de nem injektiv. Ez véges halmazok esetén nem lehetséges.

Tétel: Legyen A véges halmaz. Az f: A — A fiigguény pontosan akkor injektiv, ha szirjektiv.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A-nak n darab eleme van. Nem megy az altalanossag rovasara, ha feltessziik, hogy az
A elemei éppen az 1, 2, ..., n természetes szamok. Az f fliggvény értékei az f(1), f(2), ..., f(n) szamok. Ezeknek
a szama legfeljebb n; mert nem feltétlen kiillonbozbek. Az f fliggvény injektivitdsa pontosan azt jelenti, hogy a kapott
fliggvényértékek mind kiilonboz6ek — tehat szamuk n. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy az A halmaz n elemébdl n
darab fiiggvényérték, azaz mindegyik— vagyis a fiiggvény sziirjektiv.

A fenti fliggvénytipusoknak szoros kapcsolata van az egyenletek megoldhatosagaval. Az f sziirjektivitasa azt mond-
ja, hogy B minden b eleme el6fordul képként; vagyis az f(z) = b egyenlet mindig megoldhato. A g injektivitasa azt



jelenti, hogy kiilonb6z6 elemek képe is kiilonb6z6, azaz amennyiben a g(x) = b egyenletnek van megoldasa, akkor ez
a megoldas egyértelmd.

3. Bijektiv fiiggvény. Ez a fenti két fliggvénytipus egyesitése:

Az f fiigguényt akkor nevezzik bijektivnek (kélcsondsen egyértelminek), ha injektiv és szirjektiv.

4. Fiiggvények kompozicioja.
g(f(a)), minden a € A esetén.

Vegyiik észre, hogy az f és a g sorrendje nagyon fontos (ha C és A kiilonbozbek, akkor nincs is értelme annak,
hogy fg). Igy a kompozicié mint fliggvények kozotti miivelet nem is lehet kommutativ.

*

Feladat: Mutassuk meg, hogy a kompozicio mint figgvények kiézitti mivelet asszociativ (ha elvégezhetd).

*

Minden egyes halmazon kiilon-kiilon értelmezhets egy trividlisnak tind, de nagyon fontos fiiggvény:

Az A halmaz identitdsfiigguényének nevezzik azt az ia : A — A figguényt, amelyre minden A-beli a esetén
1A Q> a.

Tétel: Ha f: A — Bés g: C — A tetszileges fiiggvények, akkor fig = f ésiag = g.

Bizonyitas Tetszoleges A-beli a-ra fia(a) = f(ia(a)) = f(a); és tetszbleges C-beli c-re iag(c) =ia(g(c)) = g(c).
(Megjegyezziik, hogy ez a tulajdonsiga csak az identitasfiiggvényeknek van meg. Ez azt jelenti, hogy az identités-
fiiggvények jellemezhetSk a fliggvénykompozicié segitségével; anélkiil, hogy megmondanank, mi az identitas-fiiggvény
definicioja.)

Az identitasfliiggvények segitségével jellemezhetSek az injektiv, sziirjektiv és bijektiv fiiggvények is. Ehhez azonban
mindenekel6tt sziikség van harom elnevezésre:

Ha az [ figguényhez taldalhato olyan g figgvény, amelyre gf identitdsfiggvény, akkor g-t az f egy bal inverzének
nevezziik; ha olyan h fliggvény taldlhato, amelyre fh identitdsfigguény, akkor h az f egy jobb inverze; amennyiben
olyan k figgvényt taldlunk, amelyre mind fk mind kf identitds, akkor azt mondjuk, hogy k az f (egy) inverze.

Megjegyezziik, hogy sem a bal inverz, sem a jobb inverz nem egyértelmd, de az inverz igen.

Legyen pl. A a valos szamok, B pedig az egész szdmok halmaza. Jelolje f azt az A — B fliggvényt, amelyre
fla) = [a] (az a egeész része). Ha 0 < r < 1, és a g, : B — A fliggvényre g,.(b) = b+ r, akkor tetszbleges B-beli
b-re fg.(b) = f(g-(b)) = f(b+7) =[b+r] = b, tehat fg, = ip; azaz minden ilyen g, jobb inverze az f-nek. Legyen
h: B — B az a fliggvény, melyre h(b) = 8 - b. Tetsz6leges, 8-nal kisebb nemnegativ n egész szammal értelmezzik a

b+n n
K, : B — B fiiggvényeket a kovetkezSképpen : K, (b) = | Ha b € B, akkor K,,h(b) = K,,(8b) = |b+ 3| = b,
tehat a Ko, K1, ..., Ky fliggvények valamennyien bal inverzei h-nak.
*
Feladat: Igazoljuk, hogy Ko, K1, ..., K7 pdronként kilénbézd figguények. Mutassuk meg tovdabbd, hogy ezeken
kivil h-nak még végtelen sok bal inverze van.
*

Tétel: Az f fiigguénynek pontosan akkor van bal inverze, ha injektiv; pontosan akkor van jobb inverze, ha szirjektiv;
€s pontosan akkor van inverze, ha bijektiv.

Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy f : A — B injektiv, és definidljuk a ¢ fliggvényt a kovetkezGképpen:
9(f(a)) = a, a B minden f(a) alaku elemére; és definialjuk akarhogyan a B Osszes tobbi elemére. Az f injektivitasa
kovetkeztében ezzel egy fliggvényt definidltunk, amire gf(a) = g(f(a)) = a =ia(a); azaz gf =ia.

Legyen most f: A — B sziirjektiv. Ez azt jelenti, hogy minden B-beli b el6all f(a) alakban. Valasszunk ki tehat
minden egyes b elemhez olyan a-t, amelyre f(a) = b; és legyen h az a fliggvény, amely az adott b-hez pontosan ezt az a-t
rendeli. Az f sziirjektivitdsa miatt egy fiiggvényt értelmeztiink; erre a fiiggvényre fh(b) = fh(f(a)) = f(h(f(a))) =
fla) =b=1ip(b) teljesill, és igy fh =1ip.

Ha f bijektiv, akkor a fent definialt két fiiggvény megegyezik; és igy f-nek létezik inverze.

Az allitas megforditasanal is harom eset van, amelyek koziil az els6 kettd egyiitt bizonyithato. Azt kell megmutatni
ugyanis, hogy ha ¢f identitas, akkor f injektiv, és ha fh identitas, akkor f sziirjektiv. Ezt tgy is fogalmazhatjuk,
hogy ha egy kéttényezss kompozicié identitas, akkor az elsé tényezd sziirjektiv, a mésodik pedig injektiv.

Legyen tehat gf = i4. Ha f az A halmazt a B-be képezi le, akkor g természetesen a B-t képezi le A-ba.

Tegyiik fel, hogy f(u) = f(v). Ekkor



tehat f injektiv.

Tovabba tetszbleges A-beli a-ra g(f(a)) = gf(a) = ia(a) = a, vagyis g, sziirjektiv.

Azt kell megmutatni, hogy ha f-nek van inverze, akkor f bijektiv. Ez viszont vildgos, hiszen ha van inverze, akkor
van bal inverze is és jobb inverze is; igy a mar bizonyitottak alapjan injektiv is és sziirjektiv is.

Most megmutatunk egy érdekes tényt:

Tétel: Ha az f fiigguvénynek van bal inverze és jobb inverze is, akkor csak egyetlen bal inverze és csak egyetlen jobb
inverze van; €s ezek is megegyeznek.

Bizonyitas: Legyen f: A — B és g tetszéleges bal inverz, h tetszéleges jobb inverz. Ez azt jelenti, hogy gf = ia
és fh = ip. Ebbsl azonnal kovetkezik, hogy g is és h is B-t képezi le A-ba. Igy i4h = h és gip = g. Ezt felhasznalva
(az asszociativitas alapjan) a kovetkezSket kapjuk:

g=ygip =g(fh) = (gf)h =iah = h,

ami bizonyitja allitasunkat.

Végezetiil megadjuk, hogy milyen kapcsolatban vannak a fliggvények az ekvivalencia-relaciokkal:

Tétel:

»(u, v) € R C A x A akkor és csak akkor, ha f(u) = f(v)” ekvivalenciarelaci6.Ha f : A — B tetszdleges fiigguény,
akkor a kévetkezd reldcio:

o(u, v) € RC AX A akkor és csak akkor, ha f(u) = f(v)” ekvivalenciareldcio.

Bizonyitds: f(u) = f(v) bizonyitja a reflexivitdst. A szimmetria a reldcid szimmetrikus definicidjibol kévetkezik.
Ha f(u) = f(v) és f(v) = f(w), akkor természetesen f(u) = f(w), ami bizonyitja a reldcié tranzitivitdsdt.

(Megjegyezziik, hogy minden ekvivalenciareldciohoz taldlhatd olyan figguény, amelybdl az ekvivalenciareldciot a fenti
mddon kaphatjuk.)

VII. Morfizmusok

Az eddigiekben azt tettik fel, hogy A és B tetszdleges halmazok, és f : A — B wvalamilyen fiiggvény. A matematikd-
ban azonban dltaldban valamilyen ,struktira” is adott e halmazokon. Mi most csak arra gondolunk, hogy e halmazokon
valamilyen mdvelet vagy reldcio van adva. (Példdul mindegyikik egy szdmhalmaz, amelyben elvégezhetd az Gsszeadds,
vagy mindketten irdnyitott grdifok.)

Ilyen esetekben fontosak azok a fliggvények, amelyek a struktirdt megtartjik. Ezeket a fiigguényeket homomorfizmu-
soknak nevezziik. Ha példdul dsszeaddsrol van sz6, akkor a feltétel azt mondja, hogy w = u+v esetén f(w) = f(u)+ f(v).
Grdfok esetén a feltétel gy szol, hogy ha u-bol megy nyil v-be, akkor f(u)-bol is megy nyil f(v)-be.

A homomorfizmusok esetén is haszndljuk o figguvényeknél elmondott neveket; igy beszélink injektiv, szirjektiv és
bijektiv homomorfizmusokrdl. Van azonban két fontos specidlis eset is, amelyeknek kilon nevik van;

Az f: A — A morfizmust endomorfizmusnak nevezziik; amennyiben pedig ez bijekcid, akkor a neve automorfizmus.

Igy a 2697. feladatndl azt kellett bizonyitani, hogy a mondott grifnak egyetlen endomorfizmusa az identitds. (Az
identitds nyilvan mindig homomorfizmus.)

Végezetil egy érdekes dolgot emlitiink meg. A bijektiv fiigguényekrdl beldttuk, hogy azoknak van inverzik. Morfizmu-
sok esetében az a probléma, hogy ez az inverz vajon maga is morfizmus-e. Ha a struktirdban csak midveletek vannak,
akkor be lehet bizonyitani, hogy ez igy van. Mutatunk viszont eqy példdt, hogy grifokra az inverz nem mindig morfizmus.

Legyen A az egészek halmaza; és az R reldcid dlljon azokbdl az (i, i+1) pdrokbdl, amelyekre i pozitiv. Azf: A— A
fiiggvényre legyen f(i) =i+ 1. Vildgos, hogy f morfizmus. Az is vildgos, hogy az f-nek a g inverzére g(i) =i —1 (egy
ilyen van, mivel tudjuk, hogy az inverz egyértelmi). Ezzel szemben nem tartja meg a reldciot, hiszen (1, 2) reldcidban
van, mig g-t alkalmazva a kapott (0, 1) nincsen.



